Моделирование динамических систем
Математические модели динамических систем, в которых выходные переменные изменяются в зависимости от времени или других параметров, описываются с помощью дифференциальных уравнений. На практике динамические системы встречаются очень часто, т.к. большая часть законов механики, электротехники, гидродинамики и т.д. описывается с помощью дифференциальных уравнений, как правило, второго порядка. Поэтому математическая модель любой задачи, связанной с движением тел, с расчетом потоков энергии, материальных ресурсов и т.д. в конечном счете сводится к решению дифференциальных уравнений.

Прямолинейное движение тела под действием силы F: F(t, S, S') = mS''.

На практике лишь небольшое число дифференциальных уравнений допускает интегрирование в квадратурах (сведение решения к численному интегрированию). Еще реже удается получить решение в элементарных функциях, поэтому большое распространение получили численные методы решения дифференциальных уравнений.

Численные методы решения дифференциальных уравнений
Общий вид дифференциального уравнения F(x, y, y') = 0, где y = y(x) – неизвестная функция от x.

Нормальная форма дифференциального уравнения: y' = f(x, y).

Дифференциальное уравнение вида y' = f(x, y), в котором неизвестная функция y зависит от одного аргумента x называется обыкновенным дифференциальным уравнением, если от нескольких – уравнением в частных производных.

Общим решением дифференциального уравнения y' = f(x, y) является семейство функций y = y(x, C). При решении прикладных задач обычно ищут частное решение. Выделение частного решения из семейства общих осуществляется с помощью начальных условий.

Нахождение частного решения дифференциального уравнения, удовлетворяющего условию y(x0) = y0, называется задачей Коши.

Постановка задачи Коши.
Дано:
y' = f(x, y)



y(x0) = y0


[a; b], h
Решить дифференциальное уравнение.

В  численных  методах  задача  Коши  ставится  следующим  образом:  найти таб​личную функцию yi = f(xi), которая удовлетворяет заданным начальным условиям на участке [a; b] с шагом h.
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На графике решение задачи Коши численными методами представляется в виде совокупности узловых точек.

Метод Рунге-Кутта
Наиболее эффективными и часто применяемыми методами решения задачи Коши являются методы Рунге-Кутта. Они основаны на аппроксимации искомой функции y в пределах каждого шага h многочленом, который получен при помощи разложения функции y в ряд Тейлора. Разложим функцию y(x) в окрестности шага h каждой i-й точки: 


(1)

Усекая ряд Тейлора в различных точках Рунге и Кутт обобщили, усовершенствовали и развили методы решения дифференциальных уравнений.

Метод Рунге-Кутта первого порядка (метод Эйлера)
Если шаг h мал, то члены ряда, содержащие h2, h3, h4 и т.д. являются малыми более высоких порядков. Отбросим в (1) члены ряда, содержащие h2, h3 и т.д., тогда получим:






 – формула Эйлера.

Точность метода Эйлера имеет порядок h2.
Блок-схема алгоритма
Геометрический смысл метода Эйлера
yi+1 = yi + h(f(xi, yi)

y' = f(xi, yi) = tg (i
tg (i – тангенс угла наклона касательной к искомой функции y в точке (xi; yi).

yi+1 = yi + h(tg (i.

tg (0 = f(x0, y0)
tg (1 = f(x1, y1)

В методе Эйлера на графике искомая функция y(x) заменяется ломаной линией, каждый отрезок которой на шаге h линейно аппроксимирует искомую функцию. Поэтому метод Эйлера получил название метода ломаных. Основной недостаток метода Эйлера – систематическое накопление ошибок.
Модифицированный метод Эйлера (метод Рунге-Кутта второго порядка)
Отбросим в (1) члены ряда, содержащие h3, h4 и т.д. Получим ряд




(2)
Чтобы сохранить член ряда, содержащий h2, нужно определить член ряда, содержащий вторую производную. Будем аппроксимировать вторую производную разделенной разностью 2-го порядка.




(3)

Подставляя (3) в (2), получим:






– модифицированная (уточненная) формула Эйлера.

Для определения предварительного значения yi+1 воспользуемся формулой Эйлера, тогда модифицированная формула Эйлера примет вид:



, где 

.

Точность метода имеет порядок h3.

Обозначим




Блок-схема алгоритма
Геометрический смысл модифицированного метода Эйлера
Т.к. 
f(xi, yi) = y'(xi) = tg (i


f(xi+1, yi+1) = y'(xi+1) = tg (i+1, то модифицированная формула Эйлера примет вид: 

.


P1 – ошибка по методу Эйлера

P2 – ошибка по уточненному методу

В модифицированном методе Эйлера модифицированная функция y(x) на каждом шаге аппроксимируется не одной, а двумя прямыми, каждая из которых аппроксимирует функцию y(x) на полушаге.

Метод Рунге-Кутта 4-го порядка
В методе Эйлера используется член ряда Тейлора (1), содержащий h. Ошибка метода имеет порядок h2 .

В модифицированном методе Эйлера используется член ряда (1), содержащий h2. Ошибка этого метода составляет h3. 

Математики Рунге и Кутт обобщили и развили эти методы. Согласно их классификации, метод Эйлера получил название метода Рунге-Кутта 1-го порядка. Рунге и Кутт предложили методы для решения задачи Коши, в которых более высокая точность решения дифференциальных уравнений может быть достигнута, если в методах сохранять члены ряда Тейлора, содержащие h3, h4 и т.д.

Наибольшее распространение получил метод, в котором искомая функция y(x) аппроксимируется рядом Тейлора (1), в котором сохранен член ряда, содержащий h4. Метод получил название метода Рунге-Кутта 4-го порядка, но в литературе он известен больше как просто метод Рунге-Кутта. Точность этого метода имеет порядок h5

Для получения значения функции yi+1 по методу Рунге-Кутта необходимо определить y``` и y````. Определяем эти производные используя разделенные разности. Окончательно для определения yi+1 выполняется следующая последовательность вычислительных операций:
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Решение дифференциальных уравнений высоких порядков

Методы Рунге-Кутта можно использовать не только для решения дифференциальных уравнений 1-го порядка y' = f(x, y), но и для решения дифференциальных уравнений более высоких порядков:
y(m) = f(x, y, y', y'', ... , y(m–1))

(1)
Любое дифференциальное уравнение m-го порядка можно свести к системе, состоящей из m дифференциальных уравнений 1-го порядка. Для этого заменим

y1 = y';

y2 = y'' = y1'

y3 = y''' = y2'
...
ym = y(m) = y(m–1)'.

Мы получили систему дифференциальных уравнений 1-го порядка:





(2)
Получили систему (2) дифференциальных уравнений 1-го порядка. Порядок системы равен m. Неизвестными системы являются m функций (y, y1, y2, ..., ym).

В прикладных задачах чаще всего решаются дифференциальные уравнения второго порядка. Дифференциальное уравнение второго порядка y'' = f(x, y, y') сведем к системе, состоящей из двух уравнений первого порядка:




Пример:






(3)









(4)

Решением полученной системы являются функции y и y1. Задача Коши для системы дифференциальных уравнений второго порядка должна содержать два начальных условия. В прикладных задачах начальные условия имеют четкий физический смысл.

Сформулируем задачу Коши для системы дифференциальных уравнений 2-го порядка.









Необходимо решить систему дифференциальных уравнений на участке [a; b] с шагом h. В численных методах задача Коши для системы дифференциальных уравнений 2-го порядка ставится следующим образом: найти табличные функции y(xi) и y1(xi), (i = 1, n).
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На графике табличные функции y и y1 представлены совокупностью узловых точек.


Для решения системы дифференциальных уравнений используются те же методы, что и для решения одного дифференциального уравнения 1-го порядка, но необходимо соблюдать условие: на каждом шаге интегрирования, т.е. в точках x1, x2, ... xn все уравнения системы нужно решать параллельно.

Рассмотрим систему (4). Необходимо решить ее с условиями:

[1; 1,5];
h = 0,01;   x0 = 1;   y0 = 0,4401;   y0' = 0,3251.

Блок-схема алгоритма

Решение дифференциального уравнения m-го порядка методом Рунге-Кутта
Любое дифференциальное уравнение m-го порядка (1) приводится к системе (2). Численным решением системы (2) являются m табличных функций. Каждую из m табличных функций определяют на участке [a; b] с шагом h, она имеет n узловых точек. Таким образом, численным решением дифференциального уравнения m-го порядка является матрица порядка (n ( m)





(5)

m – порядок дифференциального уравнения
n = (b – a) / h
i = (1, n)
j = (1, m)
Каждая i-я строка матрицы (5) – это совокупность решений m табличных функций на одном i-м шаге интегрирования. Каждый столбец матрицы (5) – это совокупность решений одной j-й табличной функции по всем n шагам интегрирования.

При  построении  алгоритма  задачи  будем,  как  и  ранее,  расчет  вести  в  цикле по i = (1, n). На каждом i-м шаге интегрирования будем определять решения дифференциальных уравнений и тут же их печатать. Тогда нет необходимости формировать матрицу (5), а можно ограничиться формированием массива решений на одном шаге интегрирования.

Y = [y(1), y(2), ..., y(m)]


(6)

Массив (6) соответствует одной строке матрицы (5). При этом в массиве (6) используется соотношение y(1) = y; y(2) = y'; y(3) = y'' и т.д. С учетом этих обозначений система (4) запишется как:




Тогда подпрограмма PRAV будет иметь вид:




F – массив длиной m, куда на каждом шаге интегрирования нужно заносить значения правых частей уравнений системы.
PRAV(m, x, Y, F)
Пример:




Программу решения системы дифференциальных уравнений m-го порядка методом Рунге-Кутта реализуем в виде трех программных модулей:

1) Основная программа, в которой реализуется вычислительный процесс по всем шагам интегрирования;
2) Подпрограмма RGK, в которой реализуется метод Рунге-Кутта 4-го порядка для каждого i-го шага. И на этом шаге вычисляется массив Y длиной m;
3) Подпрограмма PRAV, обращение к которой осуществляется из подпрограммы RGK для вычисления массива F.

Блок-схема алгоритма

Подпрограмма RGK
В подпрограмме RGK на каждом шаге интегрирования вычисляется массив Y длиной m. При этом формулы для вычисления массива Y методом Рунге-Кутта имеют тот же вид, что и при вычислении решений дифференциальных уравнений 1-го порядка, но с учетом поправки на массив.




T – рабочая матрица порядка (4 ( m), куда заносятся значения T1, T2, T3, T4 для всех элементов массива Y.
Y1 – рабочий массив длиной m. Организуется для сохранения решений дифференциального уравнения предыдущего шага интегрирования.

Блок-схема алгоритма

http://nurtakar.chat.ru/index.htm
http://www.orc.ru/~stasson/index.html
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