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EBinleitung.

Die Formen, in denen verschiedene Autoren das Postulat
der Lorentz-Einsteinschen Relativititstheorie?) und ins-
besondere neuerdings Einstein sein allgemeines Relativitits-
postulat?®) ausgedriickt haben, lassen die Auffassung zu oder
fordern sie — bei Binstein — geradezu, daf ein System
physikalischer Gesetze einem Relativitdtspostulate dann ge-
niigt, wenn die Gleichungen, durch die es dargestellt ist, der
dem Postulate zugeordneten Transformationsgruppe der Raum-
und Zeitkoordinaten gegeniiber kovariant sind.?) Krkennt man

1) Vgl. z, B. H. Minkowski: ,,Raum und Zeit“. B, G, Teubner
1809, p.4. — M. v. Lauer: ,,Das Relativititaprinzip*. Vieweg 1911.
p. 33, §6. — M. Abraham: ,,Theoric der Elektrizitit‘. B. (. Teubner
1808. p. 379 u. 380.

2) A, Einstein, Aun, d. Phys. 49. p. 776. 1918,

3) Im Sinne dieser Auffassung habe ich die Worte ,,Relativitits-
postulat* und ,,Relativititstheorie* noch in meiner Arbeit: ,,Uber die
prinzipielle Bestimmbarkeit usw.“, Ann. d. Phys, 48. p. 007—982, ge-
braucht; vgl. 1.c. p. 910, Anm. 5. Sachlich hat das indessen fiir den
dort behandelten Gegenstand offensichtlich nichts zu bedeuten.
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diese Auffassung an und vergegenwirtigt sich, da$ alle physi-
kalischen Beobachtungen letzten Endes in der Feststellung
rein topologischer Beziehungen [,,Koinzidenzen'*l)] zwischen
rdumlich-zeitlichen Wahrnehmungsgegenstinden besteht und
daher durch sie unmittelbar kein Koordinatensystem vor
irgend einem anderen bevorrechtigt ist®), so wird man zu
dem Schlusse gezwungen, daB jede physikalische - Theorie
ohne Anderung ihres — beliebigen — durch Beobachtungen
priifbaren Inhaltes mittels einer rein mathematischen und
mit héchstens mathematischen Schwierigkeiten verbundenen
Umformung der sie darstellenden Gleichungen mit jedem
beliebigen — auch dem allgemeinsten — Relativitdtspostulate
in Binklang gebracht werden kann.3)

Indessen muB es doch mdglich sein, den Relativitits-
postulaten noch einen anderen, nicht nur mathematisch for-
malen Sinn beizulegen. Denn nur aus dem Vorhandensein
eines solchen 1dBt sich z. B. die einleuchtende und allgemein
anerkannte Unmoglichkeit erklaren, den Begriff des starren
Korpers, der an sich so leicht wie kaum ein zweiter durch
rein topologische Merkmale festgelegt werden kann?), der
urspriinglichen Einsteinschen Relativitdtstheorie einzufiigen.

Diesen physikalischen Sinn der Relativitétspostulate an
einem Beispiele durch vierdimensional-geometrische Betrach-
tungen zu entwickeln und in einer allgemein giiltigen Fassung
eines ‘beliebigen Relativitétspostulates zur Geltung zu bringen,
ist im ersten Teil der vorliegenden Arbeit versucht. Die An-
wendung des gewonnenen — vom Einsteinschen wesentlich
verschiedenen — Relativititsbegriffes auf die neue Einstein-
sche Theorie der Schwerkraft in den folgenden Abschnitten
filhrt dann zu dem FErgebnisse (§ 25), daB diese Theorie
ihrem physikalischen Inhalte nach als eine vollkommene
Absoluttheorie zu betrachten ist, die sachlich tiberhaupt keinem
Relativititspostulate geniigt. Dagegen erweist sich die wr-
spriingliche Einsteinsche Relativititstheorie als die weiteste,
die unter gewissen allgemeinen Voraussetzungen {iberhaupt
denkbar ist (§ 286). '

1) A, Einstein, L c.

2) Niihereg hierfiber: E, Kretschmann, 1 ¢. p. 914—924.

3) Vgl. Q. Ricei et T. Levi-Civitd: , Méthodes de calcul diffé-
rentiel absolu et leurs applications‘‘. Math. Ann, 64. p, 125. 1901,

4) Vgl. E. Kretschmann, 1, c. p. 967 u, 968 § 55.
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Zum Schlusse wird gezeigt, daB das allgemeine Rela-
tivitdtspostulat physikalisch im Sinne der angenommenen
Auffassung nur von Naturgesetzen erfilllt werden koénnte,
deren allgemeine Beschaffenheit — unbedingt bejahend —
von der — bedingten, d. h. verneinenden — der bisher auf-
gestellten Gesetze griindlichst verschieden wire.

Wie schon aus dem Gesagten hervorgeht, beruht der
Gegensatz, in dem die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zu
den von Einstein in seinen gravitationstheoretischen Unter-
suchungen ausgesprochenen Ansichten stehen, allein auf der
meines Erachtens allerdings bedeutungsvollen Verschieden-
heit in der Auffassung und begrifflichen Bestimmuing der
Relativitatspostulate. Dieser Gegensatz betrifft nur die Ein-
ordnung Einsteins ,allgemeiner* und seiner urspriinglichen
Relativititstheorie in die Reihe der iiberhaupt denkbaren
Relativitatstheorien. Dagegen bleibt die Frage nach der
sachlichen Giiltigkeit der von Einstein aufgestellten neuen
Naturgesetze vollsténdig unberiihrt.

1. Uber den physikdhohon 8inn der Relativititspostulate.

§ 1. Seine Forderung der Kovarianz der physikalischen
Gleichungen bei beliebigen stetigen Koordinatentransforma-
tionen stiitzt Einstein?') wesentlich auf die Tatsache, daB
alle physikalische Erfahrung letzten Endes in der Beobachtung
rein topologischer Beziehungen oder ,,Koinzidenzen‘* zwischen
den rdumlich zeitlichen Beobachtungsgegenstinden besteht.
Es ist algo in der Erfahrung kein Grund gegeben, irgendwelche
Bezugssysteme fiir Raum und Zeit vor allen iibrigen als die
allein berechtigten hervorzuheben. Demmach haben z. B.
die DBezugssysteme Z (¢, =1, T, =1y, 23 =2, Z, =4¢ i), in
denen, sofern sie iiberhaupt gilt, die bekannte Lichtausbreitungs-
gleichung
1) (@ — 0%+ ...+ (24 — 2,° t=0
der urspriinglichen Einsteinschen Relativitatstheorie erfiillt
ist, sachlich keinen Vorzug vor irgendwelchen anderen Bezugs-
systemen.

1) A. Eingtein: ,,Die Grundlagen der allgemeijnen Relativitits-
theorfe*, Ann. d. Phys. 49. p. 769—822, 1916; vgl. p. 776:u, 777,

38*
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Verliert nun damit die urspriingliche Relativititstheorie
als solche jeden physikalisehen Inhalt? Das isf, wie mir scheint,
keineswegs der Fall.

§ 2. Zu jedem beliebigen Bezugssysteme gibt es nach
der urspriinglichen Relativitdtstheorie eine ganz bestimmte
Schar gleichberechtigter, in denen die physikalischen Gesetze
die gleiche mathematische Form annehmen. Die geradlinigen
rechtwinkligen Bezugssysteme, in denen die Lichtausbreitungs-
gleichung die Form (1) hat, entstehen auseinander durch die
Transformationen der Gruppe, die man erhdlt, wenn man
die Lorentzgruppe mit der Translationsgruppe, z," = z; + a,

.. & =&, -+ a4, und der Gruppe der gleichformigen Dila-
tation " = 4.2, ... 2, = 4.z, komponiert. Geht man zu
anderen Bezugssystemen, z. B. Polarkoordinaten, iiber, so
dndert sich auch die Form der Gleichung (1) und zugleich
die Form der ,,berechtigten” Transformationen, welche sie
invariant lassen.

Aber die Gruppe, welche die jeweils berechtigten Trans-
formationen umfaBt, bleibt stets der urspriinglichen ,,8hnlich*.
Sie hat mit ihr alle von der Wahl des Bezugssystems unab-
hingigen Eigenschaften (z. B. die Zahl der Parameter usw.)
gemein, die gruppentheoretisch die allein wesentlichen sind,
so daB man nach Lie beliebige ahnliche Gruppen unter dem
Begriffe einer (invarianten) Gruppe zusammenzufassen pflegt.
Mit Benutzung dieses invarianten Gruppenbegriffes erhélt
man fiir ein beliebiges (spezielles) Relativititspostulat vor-
liufig etwa folgenden allgemeinen Ausdruck: Die physika-
lischen Gesetze sind — gleichgiiltig, in welchen Koordinaten
sie geschrieben sind — kovariant besztiglich der (invarianten)
Transformationsgruppe G. ,

Hier ist unter G eine dem betrachteten Relativitits-
postulate eindeutig zugeordnete Gruppe zu verstehen. Damit
ist auch fiir Relativitdtspostulate, die nicht die allgemeine
Kovarianz fordern, ein von der Wahl des Bezugssystems voll-
gténdig unabhéngiger Ausdruck gefunden.

§ 8. Trotzdem tritt der physikalische Inhalt des Zu einer
invarianten Gruppe G gehérenden Relativititspostulates in
der gegebenen Form noch nicht rein zutage. Man erkennt
dies leicht am Beispiel der Lichtgleichung (1). -Es ist némlich
ein leichtes, diese Gleichung, ohne an ihrem physikalischen
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Inhalte das geringste zu &ndern, auf eine beziiglich ganz be-
liebiger Koordinatentransformationen invariante Form zu brin-
gen. Men braucht nur die Ausdrucksweise der -allgemeinen
Relativitatstheorie einzufiibren und statt der Gleichung (1)

zu schreibenl):
[ (des:O,
=g, -dz, -dz, =0,
ny
(Ao, pr)=0 (v, =1...4).

Hier bezeichnet ds das invariante Linienelement und (A%, p7)
die Komponenten des Riemannschen - Kriimmungstensors
der- Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit2?), mit dessen identischem
Verschwinden bekanntlich die Gesetze der neuen Einstein-
schen Relativitdtstheorie in die der urspriinglichen {ibergehen.

Der oben gegebenen allgemeinen Fassung eines Relativitdts-
postulates zufolge miiBten also dieselben Lichtausbreitungs-
gesetze je nmach der Form ihrer Darstellung einmal — durch
(2) dargestellt — dem allgemeinsten Relativitdtspostulate und
in der anderen Gestalt, (1), nur einem speziellen Relativitdts-
postulate gentigen. (Gleiches wiirde fiir alle physikalischen
Gesetze gelten. Denn nach den Untersuchungen von Ricei
und Levi-Civita3) diirfte es kaum zweifelbaft sein, da8
man jedes physikalische Gleichungssystem .ohne Anderung
seines durch Beobachtungen priifbaren Inhaltes auf eine all-
gemein kovariante Form bringen kann. Das leuchtet von
vornherein ein, wenn man sich wieder vergegenwirtigt, daf
in Strenge nur rein topologische Tatsachen des Naturgeschehens
oder nach Einstein Koinzidenzen beobachtbar sind.

Soll daher der Aussage, daB ein Gleichungssystem einem
speziellen und keinem weiteren Relativitatspostulate geniigt,
eine sachlich physikalische und nicht nur mathematisch formale
Bedeutung zukommen, so muB der allgemeine Begriff eines
Relativitatspostulates so festgelegt werden, daf danach fiir

(2)

- 1) Vgl. z. B. A. Einstein u. M, Gro8mann: ,,Entwurf einer ver-
aligemeinerten Relativitétstheorie...”“. B. G. Teubner 1913. p.6 §2
u. p. 8 §3.

2) 8. Christoffel, Crelles Journal 70. p. 54.
3) 6. Ricoi et T. Levi-Civita: ,;,Méthodes de calcul dlfiérentlel
absolu et leurs applications*.. Math.- Ann. 54. p. 125, 1901.
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jedes gegebene physikalische Gesetzsystem ein und nur ein
Relativitatspostulat — bzw. die zugehorige invariante Gruppe —
als das weiteste, das die Gesetze erfiillen, allein aus ihrem
topologischen Inhalte unabhingig von der gewéhlten Dar-
stellungsform bestimmt werden kann.

§ 4. DaB und wie dies moglich ist, erkennt man wieder
am einfachsten an dem Lichtausbreitungsgesetze der urspriing-
lichen Relativititstheorie. Es werde dabei von diesem, wie
im folgenden sfets von dem jeweils betrachteten Gesetzsystem,
angenommen, daf es seinem beobachtbaren Inhalte nach in
der Wirklichkeit erfiillt sei. Geht man wieder von der Form (1)
des Gesetzes aus, s0.sieht man zunéchst, daB unter den Bezugs-
systemen der Wirklichkeit, die durch MaBstibe und Uhren
mit vollkommen scharfen Lingen- und Zeitangaben gegeben
zu denken sind, die, in denen die Gleichung (1) tberall und
‘_stets erfiilllt ist, von allen, in denen das nicht der Fall ist,
durch die prinzipiell, d. h. abgesehen von allen technischen
Sehwierigkeiten, in ihnen zu erwartenden Beobachtungs-
ergebnisse unterschieden sind. Denn in jedem der letatgenannten
muB mindestens einer unter allen theoretisch méoglichen, irgend-
wann und irgendwo den Ather durcheilenden Lichtimpulsen
eine Weltlinie zeigen, auf der mindeéstens ein Punktpaar Ko-
ordinatendifferenzen hat, die nicht in der durch (1) geforderten
Bezichung stehen. Und vorausgesetzt, daf die MaBstibe und
Uhren, die das fragliche Bezugssystem verwirklichen, indem
sie die Koordinaten der ihnen anliegenden Weltpunkte ab-
zulesen gestatten, im richtigen Augenblicke zur Stelle sind,
was prinzipiell jedenfalls moglich ist, so kann jede solche Ab-
weichung durch bloBe Skalenablesungen, also rein topologische
Beobachtungen, festgestellt und das Bezugssystem, in dem
sie statthat, als nach (1) unzuléissig ausgeschieden werden.
‘Entsprechendes wie fiir die Gleichung (1) gilt offensiehtlich
fiir alle Gleichungen oder Differentialgleichungen zwisechen Ko-
ordinaten sinnlich wahrnehmbarer Dinge. Differentialquotienten
der Koordinaten kénnen zwar auch mit vollkommen scharfen

" MeBwerkzeugen nur anndhernd gemessen werden; aber da die
MeBgenauigkeit prinzipiell nicht begrenzt ist, so ist auch hier
jeder Fehler des Bezngssystems der Entdeckung ausgesetzt.?)

: 1) Der entgegengesetzte Nachweis, daB ein Bezugssystem, d. h. die
Angaben der zugehorigen MeBwerkzeuge, mit einem gegebenen Gleichungs-



Uber den physikalischen Sinn der Relativititspostulate usw. 581

§ 5. Die Gleichung (1) und die durch Koordinatentrans-
formationen aus ihr entstehenden Gleichungen zeichnen also,
jede fiir sich, die Schar von Bezugssystemen, in denen sie
erfiillt ist, und alle zusammen demnach die invariante Gruppe
aus, deren Transformationen die Bezugssysteme einer Schar
miteinander verbinden. Sehreibt man aber das gleiche Gesetz
der Lichtausbreitung in einer von allen diesen verschiedenen
Form, so wird die durch sie und ihre Transformierten aus-
gezeichnete Gruppe eine andere. 7. B., wenn man statt (1)
schreibt: :
® { @ =52+ . (2 — 2" + Pz, — 2,9 =0,

so liBt diese Darstellung, auBler den Transformationen der
Gruppe von (1) wegen der Unbestimmtheit von ¢ noch die
Transformationsgruppe

T =p.2y, T =%y, T =T, 2 =1
zu. Die zu (2) gehorige Gruppe umfaf8t alle stetigen Trans-
formationen iiberhaupt, und wenn man zu (2) etwa noch die
Nebenbedingungen g,, = 0 fir g % » hinzufiigt, so hat man
ein den vorigen physikalisch gleichwertiges Gleichungssystem,
das invariant ist beziiglich aller Transformationen

& = h @) g = (T,

die den Bedingungen'

¢ = Const.

Z 9“’
@%mﬂ 4)##v

genligen und wieder eine ander Gruppe bilden. Diese Bel-
spiele lassen sich beheblg vermehren.

Gesucht ist aber eine Transformationsgruppe, die allein
durch den physikalischen Inhalt der Gesetze unabhingig von
der gewidhlten Ausdrucksform bestimmt ist.

§6. Zu einer solchen wird man geradenwegs gefiihrt,

wenn man sich fiir jedes Glelchungssystem alle mit ihm ver-
traglichen Weltlinien von Lichtimpulsen in der Koordinaten-

[ 24

system vertriglich sind, kann aufler in besonderen Fillen nur durch un-
endliche Reihen von Mesmmgen gefihrt werden. (Vgl. E. Kretschmann,
Ann. d. Phys, 48, p. 943959,
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mannigfaltigkeit gezogen denkt und die so entstandenen vier-
dimensional-geometrischen Bilder miteinander vergleicht.

Alle nach (1) moéglichen Lichtweltlinien erhilt man, wenn
man von jedem Weltpunkte #,°...x,% aus alle Seiten des
Nachkegels mit der Gleichung (1) zeichnet.l) Jede aus (1)
transformierte Gleichung stellt ebenfalls eine unendliche Schar
von Lichtweltlinien dar, die von der ersten in ihren MaB8-
verhaltnissen im allgemeinen verschieden, aber in allen davon
unabhéngigen topologischen Eigenschaften ihr vollig gleich
ist. Nach Gleichung (8) dagegen gehen von jedem Weltpunkte
statt eines Nachkegels deren unendlich viele aus, namlich
je einer fiir jeden Wert der unbestimmt gelassenen Konstanten c.
In (2) und der daraus durch den Zusatz g,,= 0 fir u =¥ »
entstandenen Darstellungsform treten sogar unbestimmte Funk-
tionen —die zehn g, , bzw. dievier g, , — statt der unbestimmten
Konstanten ¢ auf, und die Mannigfaltigkeit der Nachkegel
mit gleicher Spitze wird eine dementsprechend gréBere. Dabei
ist es natiirlich keiner dieser Gleichungen Sinn, daf in der
Wirklichkeit auch nur zwei rdumlich sich trennende und ge-
sehlossene Flichen bildende Lichtwellen von demselben Punkte
im Ather zu gleicher Zeit ausgehen kénnten. Vielmehr soll
in jedem Falle schon jede einzelne der Weltlinienscharen,
die man durch vollstindige (zahlenmifige) Festlegung der
zwar unbestimmten, doch eindeutigen Koordinatenfunktionen
9., bzw. der Konstanten ¢ erhilt, ein vollstdndiges Bild der
in der Wirklichkeit neben- und nacheinander méglichen Licht-
bewegungen sein. Jedes dieser Einzelbilder stimmt natiirlich
topologisch mit der durch (1) bestimmten Weltlinienschar
vollkommen itberein, und die Gesamtbilder der anderen drei
Gleichungssysteme sind hiernach Zusammenfassungen unend-
lich vieler der durch (1) und die aus (1) transformierten Glei-
chungen gegebenen Bilder. Zur Darstellung des in der Wirk-
lichkeit nach dem betrachteten Gesetze Moglichen geniigt,
wie gesagt, jedes einzelne von diesen. Jedes weitere ist in
physikalischer Hinsicht vollkommen itiberfliissig.?)

1) Von der imaginiren Koordinate z, ist der absolute Wert auf-
getragen zu denken.

2) Die Zusammenfassung einer ganzen Schar physikalisch gleich-
bedeutender Bilder in einer Darstellungsform kann dagegén unter Um-
stinden mathematische Vorziige bieten, (Vgl. im folgenden § 24.)
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Andererseits aber 1a8t sich die einzelne Schar-von Licht-
weltlinien, die in (1) oder einer aus (1) transformierten Glei-
chung dargestellt ist, nicht aligemein vermindern, ohne -da8
damit ein neues {iber (1) hinausgehendes Gesetz der Licht-
ausbreitung eingefithrt wére. Denn unter den nach (1) dber-
haupt mdglichen Lichterscheinungen gibt es offensichtlich
keine, die allein vermége der Gleichung (1) irgendeine andere
als nicht mit ihr zusammen méglich ausschlosse. Daraus folgt,
daB jedes Gleichungssystem, das die in (1) enthaltenen Ge-
setze und nur diese in irgendeiner Form zum Ausdrucke
bringt, mindestens eine der zu Gleichung (1) und ihren tranps-
formierten Formen gehorenden Weltlinienscharen vollsténdig
als Abbild méglicher und miteinander vertriglicher Licht-
bewegungen darstellen mu8 und demnach auch in allen den
Bezugssystemen erfiillt sein muB, in denen dieses Bild, d. h.
die zugehodrige, aus (1) transformierte Gleichung, gilt. Die
invariante Transformationsgruppe, die diese Bezugssysteme
verbindet, ist folglich die engste, die sich durch irgendeine
Darstellungsform der in (1) enthaltenen Gesetze physikalisch
vor allen anderen auszeichnen l&Bt. Sie ist, wie verlangt,
allein durch den physikalischen Inhalt der Gesetze unab-
héngig von der Art ihres Ausdruckes bestimmt, und zwar
ist es nach dem Dargelegten offensichtlich die einzige
Gruppe, fir die das glt. Geometrisch ist die Gruppe
gokennzeichnet als die Gruppe der Transformationen, welche
die Schar aller Lichtweltlinien, die nach den Gesetzen
zusammen in derselben Koordinatenmannigfaltigkeit mog-
lich sind, in sich selbst {iberfithren. Dem zum dieser
Gruppe gehdrenden Relativititspostulate, und keinem wei-
teren, geniigt also in physikalischer Hinsicht jedes dem Glei-
chungen (1), (2) und (8) inhaltlich gleichwertige Gleichungs-
system. :

§ 7. Die im verbergehenden gegebene Bestimmung des
von den sangenommenen Lichtausbreitungsgesetzen erfiillten
Relativitdtspostulates 1Bt sich ohne weiteres auf beliebige
Systeme physikalischer Gesetze tibertragen. Dabei hat man
nur, um allen Moglichkeiten gerecht zu werden, auch den
Fall zu beriicksichtigen, daf der Umfang der physikalisch
ausgezeichneten Transformationsgruppe auch von gesetzmiBig
nicht bestimmten, ,,zufélligen*, physikalischen Umstdnden ab-
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hingt.?) Als (allgemein) erfiillt kann dabei offensichtlich nur
ein Relativitdtspostulat gelten, dem unabhiingig von solchen
Umstiénden, die sich prinzipiell nach Willkiir &ndern lassen,
geniigt ist.

Nennt man ein Bezugssystem fiir eine gegebene Dar-
stellungsform eines Gesetzsystems ,,physikalisch berechtigt*$),
wenn es beziiglich aller Beobachtungen mit ihr vertriiglich ist,
die durch das gegebone Gesetzsystem nicht ausgeschlossen,
also als prinzipiell mdglich zu betrachten sind3), so ergibt
sich etwa folgende allgemeine Festsetzung:

Ein System physikalischer Gesetze erfiillt dann und nur
dann das Relativitdtspostulat einer invarianten Transformations-
gruppe G, wenn bei jeder beliebig gestalteten Darstellung aller
Geselze des Systems und nur dieser Gesetze die fiir die Darstellung
phystkalisch berechtigten — und dadurch von allen dibrigen
durch Beobachtung prinzipiell unterscheidbaren — Bezugssysteme
unter allen nach den Gesetzen moglichen physzkalwchen Um-
stinden eine so grofe Schar bilden, daff die Schar der sie ver-
bindenden Transformationen die Gruppe G in irgendeiner Form
als Teil enthdlt oder shr gleich ist.

Hiernach ist die Giiltigkeit oder Ungiiltigkeit eines Rela-
tivititspostulates fiir ein System physikalischer Gesetze von

1) Ein solcher Fall liegt bei der Einsteinschen Gravitationstheorie

insofern vor, als nach ihr bei gewissen singuliren Kriimmungsverbilt-
nissen der Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit, die ja nach Einstein von der
zafslligen Verteilung und Bewegung der Materie abhiingen, die physikalisch
ausgezeichnete Gruppe ausnshmsweise mehr Transformationen umfaBt
als sonst; vgl. § 25.
- 2) Die Transformationen zwischen den ,,physikalisch berechtigten*
Bezugssystemen brauchen nicht in jedem Falle das zugehorige Gleichungs-
system auch mathematisch invariant zu lassen. So bleibt z. B. die be-
kannte Form Div T =0 der Erhaltungssitze von Energie und Impuls
nur linearen Transformationen gegeniiber invariant, ohne daff sich durch
sie allein mittels physikalischer Beobachtungen irgendein Bezugssystem
als physikalisch unberechtigt erweisen lieBe. (Vgl. E. Kretschmann,
Ann. d. Phys. 48. p. 932. 1915.)

3) Als Kriterium des prmziplell Moglichen kann hier immer nur
das jeweils betrachtete und, wie gesagt, stets als inhaltlich richtig an-
genommene. Gegetasystem benutzt werden. Ein unbedingtes Kriterium
des Moglichen konnte nur bei unbedingt sicherer Kenntnis von Natur-
gesetzen gegeben werden.
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ihrer mathematischen Ausdrucksform vollstdndig unabhingig
und allein dureh ihren physikalischen Inhalt bestimmt.

§ 8. Im folgenden soll nun untersucht werden, welchen
so verstandenen Relativititspostulaten die Einsteinsche ,,All-
gemeine Relativitdtstheorie* geniigt. Dabei darf nicht ver-
schwiegen werden, daB Hr. Einstein unter einem Relativitits-
postulate offensichtlich etwas ganz anderes versteht als igh;
denn nach ihm wird eine Physik ,,dem allgemeinen Relafivitits-
postulate gerecht®, wenn sie folgendem Postulate geniigt:

»Die allgemeinen Naturgesetze sind durch Gleichungen
auszndriticken, die fiir alle Koordinatensysteme gelten, d. h.
die beliebigen Substitutionen gegeniiber kovariant (allgemein
kovariant) sind.”‘1)

Die Forderung der allgemeinen Relativitat ist hier also
unmittelbar und allein auf den Ausdruck der Naturgesetze
gerichtet, dessen EinfluB bei meiner Fassung eines Relativitiits-
postulates gerade ausgeschaltet ist. Nach dieser ist ein Rela-
tivitidtspostulat nur dann erfiillt, wenn die von ihm geforderte
Relativitit des Bezugssystems notwendig und durch keine
Ausdrucksform der Naturgesetze zu vermeiden ist, wihrend
nach Einstein dem allgemeinen Relat1v1tatspostulate schon
geniigt ist, wenn die allgemeine Gleichberechtigung aller Be-
zugssysteme nur 'rrwglwh und zum Ausdrucke gebracht isf.

IL. Uber die pringipielle Mefibarkeit der Komponenten gﬂ, :
des Binsteinschen Schwerepotentials.

§9. Um die der Einsteinschen Theorie notwendlger-
weise und unabhingig von der Wahl des Ausdruckes an-
haftenden Kovarianzeigenschaften zu finden, wird man ver-
. suchen, sie ohne Anderung ihres physikalischen Inhaltes auf
eine moghchst wemg kovariante Form zu bringen. Es geniigt,
wenn dies mit einem Teil der Einsteinschen Gleichungen
‘geschieht, und zwar sollen die Bewegungsgesetze des Lichtes
und der Massenpunkte im Schwerefelde hierzu gewihlt werden,
auf denen die ganze Theorie ruht. Wie nun oben die Licht-
ausbreitungsgleichung der urspriinglichen Relativitatstheorie
durch Einfiihrung der unbestimmten Koeffizienten g,, in den
Ausdruck des Linienelementes auf allgemeiner kovariante
Formen gebracht werden konnte, so kommt umgekehrt jede

1) A, Einstein, Ann, d. Pixys. 49. p. 776. 19186. - R
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Verwandlung - der Einsteinschen Gleichungen in weniger
kovariante gleichen physikalischen Inhaltes auf Festlegung
aller oder eines Teiles der nur von der Wahl des Bezugs-
systems abhingigen Bestimmungsstiicke der Koordinaten-
funktionen g,, hinaus. Um aber zu wissen, wie weit die Be-
zugssysteme, in denen die getroffenen Festsetzungen iiber die
9uv gelten, vor den iibrigen nicht nur mathematisch, sondern
auch fiir die Beobachtung ausgezeichnet sind, was allein iiber
die Giiltigkeit von Relativititspostulaten, wie sie hier ver-
standen werden, entscheidet, mufl man vor allem untersuchen,
welche Angaben iber die Werte der g,, in einem empirisch
gegebenen Bezugssysteme nach der Einsteinschen Theorie
durch Beobachtungen nachgepriift werden kénnen. Das soll
im folgenden geschehen.

§10. Esseien y,,, (2 . . . 2, die Werte, die deng,,, (z; . . . )
in einem durch vollkommen scharfe MeBwerkzeuge verwirk-
lichten Bezugssysteme X (z,...#,) zugeschrieben sind und
auf ihre Ubereinstimmung mit den die Gleichungen der
allgemeinen Relativititstheorie in X erfiillenden Werten,
Guv (T1 - . . Z), gepriift werden sollen. Die zwischen den y,,
und den g,, etwa bestehenden Abweichungen kénnen jeden-
falls dann dureh Beobachtungen festgestellt werden, wenn
die 7,, an Stelle der g,, in die Bewegungsgleichungen des
Lichtes oder die eines nur der Schwerkraft unterworfenen
Massenpunktes?) eingesetzt, diese in 2 (z;...2,) nicht er-
fiillen. Denn auBer ihnen treten in diesen Gleichungen nur
Quotienten von XKoordinatendifferentialen auf, die mit den
gegebenen MeBwerkzeugen mit beliebiger Anniherung be-
stimmt werden konnen.

Die Richtungen da,:dz,:dzy:dx, der von einem be- *
liebigen Weltpunkte ausgehenden Lichtweltlinien erfiillen in
Z nach der allgemeinen Relativititstheorie die Gleichung?):

1.4
ds*=>g, dz dz,=0
114 ’
oder:
1..4
4 0= gyﬂ.

1) A. Einstein: ,Die Grundlage der allgemeinen Relativitits-
theorie‘, Ann,d. Phys. 49. p. 769— 822, 1916; vgl. p. 777, 7718 u. 7904, §9.

dz dz,

—r .
dz, dzx,
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Soll der Unterschied der y,, von den g,, nicht nachweisbar
sein, so muB zugleich mit (4) allgemein gelten:

1..4 dx dz
(5} 0= E &, 2.
) ,‘,,7"' dz, dz,

Um die hieraus folgenden Beziehungen zwischen den y,, und
den g,, zu erhalten, setze man:

a) gap,=zu::u;g“y’
ny
b) v, =ubup7y,,,
nr
¢) Xdz u,=dz,
"
(e, By =1...4)

und wahle die 16 GroéBen u% so, daB die Determinante
| u#| = 0 ist und fir a F B gilt?):
9.5 =0 ud 7 S=0.

Dann gehen (4) und (5) iiber in:
dz,/\* dzy

@) 0=2g.4 (7,?) =g ( : x")’ toee gy (—47‘)' 94

dz/
dz/’

14

6) 0=, (=) = r (g2) + -+ 700 () 7

Es ist?):

91y’ Ir  In e =194 1 = [ual* 19,1
und ebenso:

711" 7’,2" 733"7“, = Iya/)’l = [uﬂ" Iy‘;v{'

1) Das ist méglich; denn nach a), b), c) stellen die u% die Koeffi-
zienten der allgemeinsten eindeutigen Transformation im unendlich Xleinen
dar, bei der g, und y,, als Komponenten kovarianter Tensoren trans-
formiert werden. Man kann nun bekanntlich durch eine Zwischentrans-
formation erst gy’ = gy’ = Fas’ = ga’ = 1 und g, ;/ = 0 fiir a 3= § erreichen
und dann mittels einer Lorentztransformation die Achsen des Bezugs-
systemes mit den Hauptachsen des Tensors y zur Deckung bringen, so
daB ohne Anderung der g,,-Werte auch y,,” = 0 fiir u3=» wird,

2) Vgl. A. Einstein, 1, c. p.788 u, 789. Da ich der Symmetrie
wegen die 4 te Koordinate z, als'imaginir annehme, 8o ist | g, ,{> 0 und
|guy] > O statt < O wie bei Einstein.
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Verschwinde |g,,] in einem endlichen Koordinatengebiete, so
miifiten wegen

9.1 =152 gl Y
jedem Weltpunkte des Gebletes im allgemeinen unendlich
viele Koordinatenpunkte zugeordmet sein. Das ist auszu-
schlieBen?) und auch prinzipiell durch Beobachtung erweis-
bar, so daB man von vornherein auch |y,,| F 0 — abgesehen
von singuldren Stellen — voraussetzen darf.

Demnach ist keine der Gréfen g,,” und y,,” gleich Null,
und es muB sich eine im allgemeinen nicht versechwindende
und von den Quotienten dz,’/dz,’ unabhingige GroBe 2
in jedem Koordinatenpunkte so wéhlen lassen, daf fiir be-

liebige Werte von doy  doy  dz

dz,;’ dz/’ dz,’

b e [da\?
Osz(yaa —/'yaa). <d:;")

ist. Durch Differentiation nach (dz,"/dx,’)? usw. folgt hieraus:
Yoo =H9sa (2=1...4)

und mittels Auflésung der Gleichungen (2) und (b) nach den

v und y,,:

6 Yuw=49,, (yv=1..4).

Die y,, miissen also den g,, in jedem Koordinatenpunkte

proportional sein. Der Proportionalititsfaktor A ist eine von

Null verschiedene, aber im iibrigen noch unbestimmte Ko-
ordinatenfunktion.

§ 11. Zur ndheren Bestimmung von 4 fithren die Be-
wegungsgleichungen des materiellen Punktes im Schwerefelde
Diese lassen sich na.ch Einstein?®) schreiben:

O] 2 Iap + 2[‘”] ddz: ds =0,

wOo

pr] 1 (dy 49,, 99,y
. [q]sz(az,-*‘ﬁz” aze
1st.

1) Vgl Anmerkung 1 auf vorhergehender Seite:
2) A. Einstein, 1. c. p. 781, GI. (20d) u. (21).
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Fihrt man y,, = 4g,, ein, so wird:
do'EVE,lmdx dz,=VY1-ds,

dz, =  dz, 1 di dz,
do V}' ds’_zda’ 2 do do

py] _ 1 [p» 1 EX t g4 a1
[9]9—1{?]7 21*(7“9 8z, +7veéz 7;"?;;)

it |#? — 67140 dy, _afv R
mlt[q]7=2(aw t B, s,

Die Gleichung (7) geht damit iiber in:

ds

o By di dx,
2 Yae do’+2[ ] do do 27 doladt g
) 1 ai 31 \daz, d
x,
—22},( Meax +7’93T_7F’6w)d0 da =0,

Soll nun die Bewegungsgleichung (7) auch mit Vs statt g,,
erfilllt sein, so miissen die ersten beiden Glieder mn (7a) ver-
schwinden. Das dritte 18t sich wegen

di 8L da,

do ~ < 8w, do
umformen in:

01  dz, 'dx,___E}__ 04 dz, d=,
21 "re

221 ae §z, "dv " do _a—, do do
BEs folgt also, da
1 _dur g
. 2 7,.,:‘:
st
EY! 81\ dz, du,
0_2(7”062: Mazg) ds ds
oder

_ ai 8i dz, dz,
0—”2,(9'? 6:::”_!]!“’61: ). ds  ds

Die Richtungskosinusse dz,/ds haben ‘nur der Bedmgung
dz, dz,
) %y ur *J‘cﬁ ‘Tds =1
zu geniigen. Mittels des gleichen Verfahrens, durch das die
Gleichung (6) aus (4) und (5) abgeleitet wurde, folgt aus den
letzten beiden Gleichungen:
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a2 ai

gvea_z’;_gpv—a?g=‘4.gyv'

Dies gilt fiir beliebige Zahlzeiger u,v,0=1,2,8,4. Setzt
man g = g4, so folgt A = 0. BEs ist daher allgemein:

a1 3 di ai
y,e—é—x; - 9;w—¢E =0 oder 9,.0/9,‘” o aze ax/‘ -

wro=1...4

Da die Glieder zweier Zeilen der Determinante |g,,| F 0 ein-
ander nicht proportional sein kénnen, so miissen alle Ab-
leitungen von 4 nach den Koordinaten verschwinden. Also ist:

(8) A = Const.

§ 12. Von den Bezugssystemen, in denen irgendwelche
iiber die g,, als Koordinatenfunktionen getroffenen Fest-
setzungen gelten, koénnen demnach nur diejenigen anderen
Bozugssysteme durch keine Beobachtung der Bewegungen
von Licht und ungeladenen Massen unterschieden werden,
in denen alle aus den Festsetzungen folgenden Verhiltnisse
von g,, Werten des gleichen oder verschiedener Koordinaten-
punkte zueinander ihre gegebenen Werte haben. Bei den
Differentialquotienten der g,, nach den Koordinaten, die ja
durch Differenzenquotienten beliebig angenihert werden kénnen,
kann daher ebenfalls die Erfilllung jeder ihnen auferlegten
Bedingung durch Beobachtung gepriift werden, bis auf die
Abweichungen, die sich durch Multiplikation der g,, Werte
aller Koordinatenpunkte mit derselben Konstanten 4 erzielen
lassen.

Eine von der identischen verschiedene Koordinaten-
transformation, welche die Funktionen g,, in der angegebenen
Weise dndert, so daB also aus g,,=f,, (2,...%) in 2¢,,
=A.fu (®...2) im ftransformierten Bezugssysteme Z'
wird, gibt es im allgemeinen nicht. Denn jede in den g,, und
ihren Differentialen (vom Grade =) homogene Kriimmungs-
invariante J, miifite dabei aus

Jo=F...x) i J'=J =-f(z...2))
iibergehen. Die hieraus folgenden Gleichungen
(9) ey z) =M f,(z,...2,)

lassen sich aber, da es mehr als vier unabhingige in den v
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und - dg,, homogene Invarianten J, gibt!), im allgemeinen
nur durch die identische Transformation, 2," = x,, ... 2, = 2,.
befriedigen. Auszunehmen sind nur Fille besonders weit-
gehender funktionaler Abhangigkeit der J_ (%,...z,) von-
einander, also ganz besonderer Gestaltung der invarianten
Kriimmungsverhéltnisse der Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit.

Im dllgemeinen sind demnach' den durch irgendwelche Be-
dingungen fir die g,, mathematisch hervorgehobenen Bezugs-
systemen auch in rewn physikalischer Hinsicht keine wetteren
— die ja stets derselben wirklichen Mannigfaltigkeit angehéren,
d.h. in jene transformierbar sein miiten — gleichberechtigt.

In den eben genannten Ausnahmefillen geniigt offen-
bar eine einparametrige Gruppe von Transformationen, die
Gy = Fuy (T3 - - 2y in g,,) = 4.f,, (& ... 1)) tibertiihrt, um
aus den mathematisch hervorgehobenen alle physikalisch  be-
rechtigten Bezugssysteme zu erzeugen.?)

III. Beschrinkung der Kovarianz der Einsteinschen
@leichungen.

§ 18. Ohne den physikalischen Inhalt der Einsteinschen
Gleichungen zu &ndern, kann man den in ihnen vorkommenden
Koordinatenfunktionen g,, alle Bedingungen auferlegen, die
sich auf jeden Fall allein durch geeignete Wahl des Bezugs-
systems erfullen lassen und daher auch nur diber dieses etwas
aussagen. Unser Ziel ist es, so durch rein formale Anderung
der Theorie eine moglichst enge Gruppe von ,berechtigten®
Bezugssystemen auszuzeichnen. Da,hm scheint man am einfach-
sten zu gelangen, indem man:das Koordinatensystem moglichst
eng an die nach Binstein vorhandene natiirliche Struktur

1) Z. B. die acht Hauptkomponenten des Kriimmungstensors, be-
zogen auf Koordinatenrichtungen, die mit denen seiner Achsen zusammen-
fallen (vgl. im folgenden §§ 14 u. 17), sowie die sechs Winkel zwmchen
diesen Richtungen.

2) Fiir die Bestimmung der im Sinne von §7 wirklich erfilllten
Relativititspostulate wird diese Ausnahme insofern .bedeutungslos, als
sie nur bei ganz besonderer Gestaltung der zufdlligen, d. h. gesetzlich
nicht bestimmten, physikalischen Umsténde (Verteilung der Materie), die
ja nach Einsteins Theorie den Kriimmungscharakter der Welt mit-
bestimmen, besteht und daher durch eine (mllkurliche) Anderung dieser
Zufilligkeiten aufgehoben werden kann,

Annalen der Physik, IV. Folge. 53. : 39
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des Raum-Zeit-Gebietes, gegeben durch seine von Weltpunkt
zu. Weltpunkt wechselnde Kréimmung, anschlieBt.1)

1. Benutzung der ,Achsenrichtungen deg Krimmungstensors
als Koordinatenrichtungen.

Die Komponenten (4», g7) des Riemann-Christoffel-
schen Krimmungstensors R im z,...z,-Raume it dem
invarianten Linienelemente

ds = V?guv_dz_,u dz,
sind gegeben durch?):
: — ____1_ a’glt a’gvg . a’gl a* yvt
(IOJRH’“—()J’#r)_ 2 (dx,az“ +-6a:lax_, 9z, 0z, axlax )
af (MAz) [vp bplfrz
| e [0 -111)
Dabei ist:
afl 1 (dg dg.
(7] == (P + ¥ -3
und g*# die normierte Adjungierte von g,,in der Determinante
|g..| der g,,. Alle griechischen Zahlzeiger a, §, 4, » usf. laufen
von 1 bis 4.
Der Tensor R ist kovariant vom Range 4. Seine Kom-
ponenten transformieren sich also nach dem Gesetze:
Oz, 4z 6 6
Y Gvpef =3 G255t o gar @By d).

f
axl 627"

Ferner gelten die Identitaten:

(10a) @Ay, pz) = (uz, Av),
(10b) Ay, pr)= — (vA, ut)= — (Av, ty).
also

(A4, pz) = (A», pp) =0
und :

(10¢) (12,84)+ (28, 14)+ (81, 24) =0,

so daB nur 20 der Komponenten von R algebraiseh unabhingig
voneinander sind. Denn jede nicht verschwindende Kom-

1) Auf diese Moglichkeit, gerade mittels der allgemeinen Relativitits-
theorie Koordinatenrichtungen absolut festzulegen, wies mich Hr. G. Mie
brieflich schon im Februar 1916 hin.

2) Christoffel, Journ. f. Math. 70. p. 54. 1869.
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ponente ist gleich oder entgegengesetst gleich einer der 86 Kom-
ponenten (4», pt), bei denen Av und gt je einem der sechs
Ziffernpaare 23,81,12, 8 4,24, 1 4gleich sind. Diese 86 Kom-
ponenten bilden, nach den A» in der hingeschriebenen Reihen-
folge in Reihen und nach den gv ebensc in Kolonnen ge-
ordnet, die Elemente einer symmetrischen Matrix, M, deren
Hauptdiagonale die sechs Komponenten der Form (i», i)
enthiélt, wihrend die obere Halfte der Nebendiagonale aus
den drei links stehenden Gliedern der Gleichung (10c) ge-
bildet wird. Von den 9 verschiedenen Diagonalelementen von M,
die ich als die Hauptkomponenten von R bezeichnen will,
sind daher nur 8 algebraisch unabhingig. Zu ihnen kommen
als ebenfalls unabhingige ,,Nebenkomponenten“ noch die
12 auBerhalb der Diagonalen doppelt auftretenden Elemente
von M.

§ 14. Diese Nebenkomponenten kann man nun in einem
beliebigen Weltpunkte, durch geeignete Wahl der Achsen-
richtungen des Bezugssystemes, zum Verschwinden bringen.

‘Sei ndmlich 2'(x,’ ... z,") das urspriingliche Bezugssystem
mit beliebig gegebenen Werten der (Aw, ut)’ und X (2, ... x,)
das gesuchte, in dem die I2 Nebenkomponenten von B im
betrachteten Punkte, P, verschwinden sollen, so ist dies
jedenfalls erreicht, wenn man die Werte der 16 Differential-
quotienten
4
,a%,(g,o-— 1...4)
und die 8 unabhingigens in 2 gemessenen Hauptkomponenten
von R im Punkte P so bestimmt, daf die Transformations-
gleichungen (11) erfilllt sind, wihrend alle auf ihren rechten
Seiten vorkommenden Nebenkomponenten von R in X ver-
schwinden. Denkt man sich, was stets erlaubt ist, die Trans-
formation von X’ in X fiir die unendlich kleine Umgebung
von P in eine Transformation, bei der die vier 9%,/dz, gleich
Kins sind, und in eine nachfolgende reine Achsendehnung
zerlegt, bel der die 12 iibrigen

dax

ax; (e £ o)

verschwinden, so bringt die letute Transformation den Glei-
chungen (11) zufolge gewiB keine neue Komponente von R
39*
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gum Verschwinden. Der Tensor R’ muBl sich daher, wenn
iberhaupt, auch fir

% _1p=1...4
o, o=1...
auf die gewiinschte Normalform bringen lassen. Und dies
19t moglich, da die fiir

e _ 1

8z,
und verschwindende Nebenkomponenten von R in X aus (11)
berechnete Funktionaldeterminante von 20 unabhingig ge-
gebepen Komponenten, (A», ut)’, von R’ in 2’ beziighch
der zwoli

dz,

o @ F O

xd'
und acht unabhiéngiger Hauptkomponenten von R in X nicht
identisch verschwindet.!) Hieraus folgt zugleich, daB im all-
gemeinen die

dz

bestimmte Funktionen der (A» g <)’ sind, und daB daher nur
fiir bestimmte ausgezeichnete Richtungen der vier Koordinaten-
achsen in einem gegebenen Weltpunkte alle Nebenkomponenten
des Kriimmungstensors B verschwinden.

§ 15. Dieses Systemm von Richtungen, welche kurz die
Achsenrichtungen des Kriimmungstensors R heiBen mogen,
kann bei besonderer Beschaffenheit von R natiirlich un-

1) Man berechnet die Funktionaldeterminante am leichtesten fiir
dz
g ==
a z 7 0 (9 :F 0) .

(4

Von den Differentislquotienten der acht Hauptkomponenten von R’
sind dann nur die — in der Hauptdiagonale stehenden — nach den
entaprechenden Hauptkomponenten von R von Null verschieden, nim-
lich gleich Eins. In den zwilf itbrigen, den Nebenkomponenten von R’
zugeordneten Zeilen stehen nur je drei durch Differentiation von (11)
nach den 9z,/9z,’ sich ergebende Hauptkomponenten von R, und zwar
so geordnet, daB die ganze Determinante gleich dem Produkte dreier
nicht verschwindender Determinanten vierter Ordnung wird, deren Ele-
mente in den zu (12,13), (42,43, (21,24), (31,34) bzw. (23, 24,
(13, 14y, (32, 31Y, (42,41) bzw. (12, 14), (32, 34), (23,21), (43,41)
gehorenden Zeilen stehen,
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bestimm? werden oder sonstwie ausarten. Die in der Einstein-
schen Theorie wichtigste besondere Form von R ist die, welche
R im ,materiefreien*‘?) Schwerefelde annimmt. In diesem
verschwindet der Einsteinsche Tensor B,, der Schwerkraft-
quellen?), und da, wie man leicht ausrechnet?®), identisch

B, = Snu7) g
ist, so gilt:
(12) B!”=1S(lv,pt) g =0,

Es sei nun mdglich, in einem materiefreien Weltpunkte P
die Koordinatenrichtungen und -maBe so zu wihlen, daB
erstens

grr=0fir pFv und gr=1 (¥} = 1...4)

ist, oder auch g,, = 0 (s ¥ #) und g,, =1, was bekanntlich
stets erfilllt werden kann, und daB zweitens alle Neben-
komponenten von R verschwinden. Fiir die Hauptkomponenten
von R folgen dann aus (12) nur noch die vier Beziehungen:

(18) 2(2.1!,1»):0

welche die sechs Glieder (A», A») der Hauptdiagonale in der
Matrix, M, der (Av, 1) auf zwei unabhingige zuriickfiihren.
Ebenso sind pach (10c) und (10a) nur zwei Elemente der
Nebendiagonale voneinander unabhingig, so daf man im
ganzen gerade vier unabhingige Hauptkomponenten von R in
dem gewihlten Bezugssysteme hat.

Transformiert man dies nun durch eine beliebige Lorentz-
transformation, also so, daB wieder g,, = 1 und g,, = 0 (z ¥ »)
gilt, so geht R nach (11) in einen Tensor R’ iiber, der, da die
Lorentztransformation auch beztiglich der Komponenten von
R wesentlich sechsparametrig ist3), 4 4 6 = 10 voneinander

1) A. Einstein, l.c. p. 802, 803 §14. A. Einstein bezeichnet
,,alles auBer dem Gravitationsfeld als Materic*,

2) Vgl. A. Einstein u. M. GroB8mann, 1. ¢. p. 35 u. 36, Gl. (43),
(44) u. (46), und A, Einstein, 1. c. p. 800 u. 801, Gl. (43) u. (44). Die
neueste Anderung der Einsteinschen Quellgleichungen des Schwerefeldes
(A. Einstein, Berl. Ber. p. 142—152. 1917) konnte leider nicht mehr
beriicksichtigt werden.. -

3) Man hat zum Beweise nur zu zeigen, da es keine infinitesimale
Lorentztransformation gibt, die R in sich selbst tiberfilhrt. Da aber wegen

S (87,02, P =1
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unabhiéngige Komponenten hat. Zwischen den 20 nicht durch
(10a, b, ¢) verkniipften Komponenten von R’ kénnen sich
demnach nicht mehr als 20 — 10 =10 unabhingige Be-
niehungen ergeben, und das miissen offensichtlich gerade dic
10 Gleichungen sein, die ganz allgemein fiir g*” =1, ¢*” = 0 (e F )
aus (12) folgen.

Die oben angenommene Moglichkeit, die Koordinaten-
richtungen in einem materiefreien Weltpunkte, B,, =0, so
zu wihlen, daB sie in die Achsenrichtungen von R fallen und
zugleich g,, =0 fir u = v ist, bedeutet also fir B keine
iiber (12) hinausgehende Beschrinkung und besteht demnael
allgemein. Nennt man wie @iblich Koordinatenrichtungen, fiir
die g,, =0 (g & ») ist, zueinander senkrechtl), so stehen
hiernach in jedem materiefreien Weltpunkte die vier Achsen-
richtungen des Weltkriimmungstensors aufeinander senkrecht.
Die Anwesenheit von ,,Materie” bewirkt im allgemeinen, daB
das Achgenkreuz von R schiefwinklig wird.

§ 16. Ein Bezugssystem, dessen Achsenrichtungen mit
denen des Kriimmungstensors B iiberall zusammenfallen, gibt
es wegen der hierfiir notwendigen Integrabilititsbedingungen
im allgemeinen nicht. Dagegen darf man ohne weiteres fordern,
daB die z,-Richtung (dx; = dz, = dxy = 0) iiberall in eine

bei einer solchen, bis auf oo kleine Glieder 2ter Ordnung, dx, /dx ‘= 1
ist, so folgt die Behauptung schon daraus, daB die nach (11) gebildete
Funktionaldeterminante der 12 Nebenkomponenten von R’ nach den
12 unendlich kleinen Transformationskoeffizienten 8,/0z, (¢ = o) von
Null verschieden ist (vgl. Anm. 1, § 14; die Gleichung (13) #ndert
daran nichts), also diese Koeffizienten durch die Komponenten.von R’
und R ausgedriickt werden kénnen und somit fiir R’ = R nur den einen
hiermit nach (11) vertriglichen Wert Null haben kénnen.

1) Dies ergibt sich unmittelbar, wenn man den Cosinus des Winkels «
zwischen zwei Richtungen:

dz, (dz‘ dxl) (dx‘)
(dc)l"" d.s)l und (W,"" ds |y

definiert durch:

dzx dx
= /23 BN v .
e a = ., (), (32),
Vgl. z. B. L. Bianchi-Lukat: ,,Vorlesungen iiber Differential.
geometrie,
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dieser Richtungen fillt.)) Denkt man sich diese Forderung
als Bedingung fiir die Koordinatenfunktionen g,,, die ja nach
(10) den Kriimmungstensor R bestimmen, ausgedriickt und
in die Einsteinschen Gleichungen eingefiihrt, so ist das ent-
stehende Gleichungssystem stetigen Drehungen der z,-Richtung,
«l. h. den eigentlichen Geschwindigkeitstransformationen gegen-
iber jedenfalls nicht invariant. Die so mathematisch aus-
gezeichneten Bezugssysteme sind nach § 12 im allgemeinen
aueh fiir die Beobachtung vor allen iibrigen gekennzeichnet.
Im Sinne der in Abschnitt I dargelegten Auffassung
geniigt demnach die Einsteinsche Theorie jedenfalls keinem
Relativititspostulate der Geschwindigkeit.?)

2. Uber die Einfiithrung absoluter Invarianten als Raum-
und Zeitkoordinaten.

§ 17. In viel bestimmterer und zugleich einfacherer Weise
kann man indessen Bezugssysteme mittels der absoluten In-
varianten festlegen, die sich aus den Komponenten von R
und den g,, bilden lassen. Da nur 16 Koeffizienten, 9z,/9z,’,
in die Transformationsgesetze der Tensorkomponenten (A», ut)
und g,, eingehen, unter denen zusammen 20 + 10 = 80 un-
abhiingige sind, so muB es im allgemeinen 80 — 16 = 14 solcher
algebraisch unabhéngiger Invarianten geben und in materie-
freien Gebieten, wo die 10 Gleichungen (12) gelten, immer
noch 14 —10 = 4. In diesem Falle miissen die Invarianten
offensichtlich Funktionen der (invarianten) Hauptkomponenten
von R sein, gemessen in dem orthogonalen infinitesimalen
Bezugssysteme X (dz,,...dz,), dessen Achsenrichtungen mit
denen von R zusammenfallen und fiir das die g,, =1 sind.
Im allgemeinen Falle, _B”, % 0, vermehrt sich, wie gezeigt,
in einem auf entsprechende Weise nach Lage und MaB be-
stimmten infinitesimalen Bezugssysteme die Zahl der un-
abhiingigen Hauptkomponenten von B auf 8, und dazu
kommen noch 6 GréBen, welche die Winkel zwischen den .

1) Dariiber hinaus kénnte man z. B. noch verlangen, da8 fiir z; =0
die zy-Richtung, fiir z, = 2; = 0 die z,-Richtung und endlich die x,-Achse,
x, = 23 = 2, = 0, itberall in eine der Achsenrichtungen von R fallen.

2) Dagegen bleiben auch nach Einfihrung der auf die angegebene
Weise ausgezeichneten Bezugssysteme die Gleichungen invariant beztig-
lich der unendlichen Gruppe der Transformationen, welche die x-Richtung
iiberall ungeiindert lassen.
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vier Achsenrichtungen von R messen. Das sind zusammen
gerade’ 14 unabhingige absolut invariante Funktionen der
(19, p7) und g,

Es seien nun J,;, J, Jg J4 vier Funktionen dieser In-
varianten, die sowohl fiir B,, 3 0 wie fiir B,, = 0 voneinander
unabhéngig sind, so ist ein Bezugssystem mathematisch - voll-
standig festgelegt und nach § 12 auch physikalisch vor allen
iibrigen ausgezeichnet, wenn man setzt:

(18) Ty=dJy, Tg=dy, T3=dJg, T,=J,.

§ 18. Die Einfilhrung eines der durch Gleichungen der
Art (18) bestimmten Bezugssysteme in die allgemeine Rela-
tivititstheorie, die dadurch mathematisch auf die Form einer
vollkommienen ,,Absoluttheorie* gebracht wiirde, ist aber nur
unter der Voraussetzung zuldssig, daB in keinem endlichen
vierdimensionalen Gebiete die als XKoordinaten gewihlten
Invarianten J;...dJ, funktional voneinander abhéngig seien;
denn anderenfalls wiirden ganze Kontinua von Weltpunkten
je einem Koordinatenpunkte zugeordnet werden.

Es ist nun zu fragen, ob diese fiir die Einfilhrung der
Bezugssysterme (18) notwendige Voraussetzung, die wegen der
Invarianz von J...J, zweifellos physikalischen Inhalt hat,
der Einsteinschen Theorie etwas physikalisch Neues hinzu-
fiigt. Denn nur, wenn das nicht der Fall ist, kann der Nach-
wels als erbracht gelten, daB nach der in Teil I dargelegten
Anffassung der physikalischen Relativitidtspostulate die Ein-
steinsche Theorie physikalisch eine vollkomomene Absolut-
theorie ist. '

Fiir die wirkliche, wahrnehmbare Welt konnte, die Richtig-
keit der Binsteinschen Theorie vorausgesetzt, in der Tat
jede funktionale Abhingigkeit der J;...J, voneinander in
einem nach Zeit und Raum endlich ausgedehnten Gebiete
als unendlich unwahrscheinlich oder unmdéglich gelten, da sie
stets nur einen singuliren Fall unter unendlich vielen Fillen
volliger Unabhiingigkeit der Jy...J, voneinander bildet.

Die Gesetze der Einsteinschen Theorie an und fiir sich
bestimmen indessen wie die jeder anderen physikalischen
Theorie nicht sowohl, was wirklich geschieht, sondern was
iiberhaupt ,méglich”, d. h. mit ihnen vertriiglich ist. Die
Annahme der Unabhiingigkeit von J;...J, schlieBt aber
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gewisse nach ihnen offene, wenngleich singuldre Maoglichkeiten
aus; und zwar sind diese wegen der Invarianz der J, von
allen @brigen auch topologisch verschieden und somit prin-
zipiell durch Beobachtung von ihnen unterscheidbar. In diesem
Sinne bildet die genannte Annahme daher auch einen physi-
kalischen Zusatz zur Einsteinschen Theorie.

3. Nihere Bestimmung des Bezugssystems durch den g,
auferlegte Bedingungen.

§ 19. Deshalb soll eine moglichst weitgehende Befreiung
der Einsteinschen Theorie von ihren nur formalen Kovarianz-
cigenschaften noch auf eine andere Art versucht werden, die
dem eben gediuBerten Bedenken nicht unterliegt. Das Ver-
fahren besteht einfach darin, die Koeffizienten g,, im Aus-
drucke des Weltlinienelementes, die in der allgememen Rela-
tivitatstheorie als teilweise unbestimmte und willkiirlich wahl-
bare Koordinatenfunktionen auftreten, durch soviel willkiirliche
Bedingungen ndher zu bestimmen, wie sich ohne neue physi-
kalische Voraussetzungen allein durch geeignete Wahl des
Bezugssystemes erfiillen lassen, das eben dadurch bestimmt
wird.

Eine solche Bedingung, némlich die Gleichung lg,,| =1,
hat bekanntlich Einstein selbst zur Vereinfachung seiner
Gleichungen eingefiihrt!) und auch gelegentlich bemerkt, daf
entsprechend den vier willkiirlich wihlbaren Koordinaten im
allgemeinen vier Funktionen der g,, als Koordinatenfunktionen
frei gewdhlt werden diirfen.?)

Schreibt man z. B.

(14) g1 = Goo = gs3 = gua =1 fiir alle 5y, 75, 75, 24
vor, so hat, man um ein gegebenes Bezugssystem 2’ (z," . .. z,)

in ein System X (z, .. ,), in dem (14) gilt, zu transformieren,
nur die vier Differentialgleichungen

3 ’ a 6 'y
(15) 1 =Zy,uv (‘Pv- q,l) (PP a: (d=1...4)
uy

1) A, Einstein, l;c. p.80l. Nach Hrn. Einsteins Auffassung
liegt hierin aber kein Beweis, daB seine Theorie (in anderer Form) nicht
das allgemeinste Relativititspostulat erfiillen konne (Vgl. §8 und
A. Eingtein, L. c. p. 776 u. 789.)

2) A. Einstein, l. ¢. p. 812 oben und Anm, 1,
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durch geeignete Wahl der vier Funktionen ¢, (,, ... x) =
oder ihrer Umkehrfunktionen £, (2, ...2,) = «,, die &’ in X
iiberfithren, zu erfiilllen, was stets moglich ist.2)
Die Funktionen ¢, kénnen sogar noch in je einem Raume
z, = Const., etwa z, = 0 willkiirlich gewdhlt werden. (Vgl.
Anmerkung 1.) Neben (14) darf daher zur néheren Bestim-
mung von ¢
g1 =0 filr 2, =0
festgesetzt werden: Denkt man sich — im groben tiberschlagend
— die hieraus fiir die ¢, folgende Differentialgleichung (wieder)
nach einem der (noch unbestimmten) Differentialquotienten
¢, 9 9 ¢
dz,’ Oz’ Oz,
von ¢, etwa nach 9¢,/0x, aufgelost, so folgt, daB zur Be-
stimmung von ¢, auch noch

g13 =0 fiir 2, =2, =0
und schlieBlich ebenso, daB8 zugleich
g1 =0 fir 2, =0, =25=0
gesetzt werden darf. Entsprechende Festsetzungen zur Be-
stimmung der iibrigen Transformationsfunktionen, s, @5, @4,
ergeben sich aus denen fiir ¢, durch zyklische Vertauschung.
Im ganzen erhidlt man so auBer (14) die Bedingungen:
g1 =0 fiir 7y =0 und fiir oy =23 =12,=0
03 =0 ,, T=0 ,, ,, Zy=z,=2,=0
=0, x3=0 ,, , T=T,=2,=0

(16)4934__ 3__ 4_ 1_ 2_ '
In=0 ,, 2,=0 , , T=a=a=0,

gog = 0 fiir xp = 25 = O und fir g, =2, =0

I =0, 2g=2,=0 ,, , 2 =1,=0.
Die Bedingungen (14) und (16) sind offensichtlich so gewahlt,
daB im Ursprunge O (#; = 23 = 23 = 2, = 0) und soweit wie
moglich in seiner Umgebung und:-auf den Koordinatenachsen,

1) Zuniichst kann man sich X’ in ein (gleichbezeichnetes) Bezugs-
system transformiert denken, dessen Achsenrichtungen nirgends mit der
Richtung, ds = 0, einer Vor- oder Nachkegelseite zusammenfallen. Dann
ist tiberall g,,” ¥ 0 (» =1...4) und die Gleichungen (15) lassen sich nach
den vier vollig unabhiingigen Differentialquotienten 8 ¢,/8%, (» =1...4)
auflosen,
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-flichen und -rdumen das ,,natmhche ‘MaBsystem, g¢,, =1,
Gn = 0 (u % 9), gilt,

Unbestimmt bleiben hierbei nach der oben angestellten vor-
laufigen Uberlegung allein: erstens die Werte von ¢, @s, s, ¢4
in 0, zweitens aber noch sechs weitere, die Funktionen ¢,
mitbestimmende Parameter, etwa die Werte von sechs Diffe-
rentialquotienten der ¢, in 0, da ja das Verschwinden
Jeder der sechs GroBen g, (¢ =§= y) in 0 unter den die ¢,
bestimmenden Festsetzungen doppelt gezdhlt ist. Hiernach
¢ibt es im allgemeinen bei gegebener Gestaltung der invarianten
Weltkriimmung fir jeden Weltpunkt als Ursprung eine gerade
'sechsparametrige Schar von DBezugssystemen, in denen -die
Gleichungen (14) und (16) mathematiseh erfillt sind.

§ 20. Der strenge Beweis hierfir lie sich nur fir die
Umgebung von 0 unter der Voraussetzung fithren, daf
die g,,, g,,” und @, analytische Funktionen ihrer Argumente
seien.

In diesem Falle sind die Bedingungen (14) und (16) voli-
sténdig erfilllt, wenn nur alle die Differentialquotienten der
Gu, In 0 gleich 0 sind, deren Verschwinden in 0 aus
(14) und (16) folgt, und jede Funktion ¢, (;...x,) ist voll-
sténdig bestimmt, wenn ibr eigener Wert und die Werte ihrer
sdmtlichen Differentialquotienten in 0 bestimmt sind.

Um nun zu untersuchen, wie weit ein Bezugssystem
2 (2y...2, durch die Bedingungen (14) und (16) festgelegt
- ist, nehme ich an, daf der Ursprung des Bezugssystemes
2 (zy...7,) mit dem eines fest gegebenen Bezugssystemes
2z, ...2,) zusammenfillt und daB sowohl in X fiir die
Guy (T3 . . . x4 wie in 2’ fiir die g, (x," . . . x,") die Gleichungen
(14) und (16) erfiillt sind. Dann folgen zunichst fiir die 16
ersten Differentialquotienten von

B = (T Ty e By = Py Ty Ty
aus

, =50 %9
(17) yaﬂ - gm‘j * axﬁ nr

nach (14) und (16) die 10 Gleichungen:
d¢,\*
(18a) Goa=1= 2(@*) ’
0 a '
(18b) w=0=3 "”-3{; (@ % B).
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Die letzten sechs Gleichungen sagen aus, daB in X sowobl
wie in 2’ die Anfangsrichtungen der Koordinatenachsen auf-
einander senkrecht stehen. LaBt man sie zusammenfallen, so
daB. dq, .

T(:: =0 fir v o
und nach (18a) 8 ¥q

T =+l

ist, so sind damit also gerade sechs weitere Bestimmungs-
parameter (nebst den Vorzeichen von dg¢,/dx,) fir T will-
kiirlich festgelegt.

Fiir die 40 zweiten Differentialquotienten der @, (2, . . . 2,)
erhélt man, da nach (14) und (16) alle ersten Differential-
quotienten der g,,(%,...z,) und g,, (%, ...2,) in 0 ver-
sechwinden, durch Differentiation von (17) die 40 Gleichungen.

atz...._ﬁ 'aatav 62¢1! Et
0=l =5y, (i (R i)
oder mit Beriicksichtigung der fiir die g,,, g,,” und die ersten
Differentialquotieniten der ¢, festgesetzten Werte:
Foid a*
0= 4 g; + 7, g”; (@fo=1...4).

Die Gleichungen® fiir dle 8ten Differ entlalquotlenten der
@, und fir die jeder hoheren Ordnung ergeben sich in ent-
sprechender Weise, indem man mittels (17) die Ausdriicke
fiir alle nach (14) und (16) verschwindenden um je einen
Grad niedrigeren Differentialquotienten der g,, bildet und
gleich Null setzt. Dabei erhélt man fiir die

4. 4:5.8...(4+m)
” + D!

Differentialquotienten (n + 1)ter Ordnung der ¢, nach (14)
und (16) auch gerade ebensoviel) Gleichungen.

1) Es hefert]ede der ersten 4 Gleichungen (16) je 1 +

und jede der letzten 2 je 2 - &Ln—fn—w Gleichungen. Das sind zu-

4:5.. ;zi'? + —3-—)~Gleichungen wie

o (n+ 2)
n!

sammen mit den aus (14) folgenden 4 .

behauptet: 4.5_”(n+-4.)x
{(n + 1)1 ‘

1.2:348(n+ D (n +2)+-2-3.- 4+ D+ (n +1)e(n+2)(n + 3)

h n4+2yen+3)-(n+ 4

[

4.

(n -+ 4) 4}
('n,+l)!
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Wenn alle Differentialquotienten der ¢, von der 2ten
bis einschlieBlich nten Ordnung verschwinden, so haben diese
Gleichungen die einfache Form?)

o o " gaf — on+1 (7] ntl g,
{19) 0= O %o, O Tog.r.0Tan Oy + 0 Toy - .- 0 Tox + axﬂ-ax,,...ax.,;
(@yfy0,,..0,=1...4).

Die Differentialquotienten der ¢, verschwinden daher von der
2ten bis zu jeder beliebigen Ordnung, wenn nur die Dis-
kriminanten D, aller zugehérigen Bestlmmungsglelchungen (19)
von Null verschieden sind.

Die nicht schwierige, aber etwas umstédndliche Unter-
suchung dieser Diskriminanten ergibt nun, daf sie alle die
genannte Bedingung erfiillen, bis auf die fiir n = 2 gebildete,
also den zweiten Differentialquotienten der g,, zugeordnete,
Diskriminante D,, welche allein verschwindet. 2)

1) Wegen
da, _ o @,
dz, Oz,
treten rechts nur dieselben Differentialquotienten der g,,,” nach =z,". ..z,
wie links der g,, nach z, ...z, auf, also lauter verschwindende.
2) Aus (14), (16) und (19) folgt, daB ebenso wie in jeder Zeile von
D, auch in jeder Kolonne nur ein oder zwei Elemente von Null ver-
schieden, also gleich Eins sein kénnen. Denkt man sich jedes Paar nicht
verschwindender Elemente der gleichen Zeile oder Kolonne durch eine
Gerade verbunden, so entstehen Linienziige, die nur firn =1 und n =2
geschlossen sein kénnen und, wenn sie offen sind, stets eine ungerade
Anzahl von Elementen verbinden. Jede Diskriminante D, bildet ein
Produkt der aus den Elementen je eines Linienzuges gebildeten Unter-
determinanten. Von diesen verschwindet keine aufier der des — fiir
n == 2 einzigen — geschlossenen Linienzuges, der dic vier zu
0 914 3 gy 3 gue Py
0z, 0w, 0w Bz’ dx,0z, 62,02
gehorenden Zeilen verbindet. Also ist nur D, == 0. Ersetzt man einen
der eben aufgezihlten Differentialquotienten durch

=0 firrto

5% ga 3 gus
0z, 0z, oder 0z,0,’
so nimmt die entsprechend gebildete Unterdeterminante den Wert -2
an. D,*= 0. Das hiingt damit zusammen, dafl in den Ausdriicken (10)
fir die Komponenten des Krlimmungstensors, R, die letztgenannten
zwei Differentialquotienten nur summiert und mit keinem anderen zweiten
Differentialquotienten der g, , als den vier vorher angefiihrten verbunden
— in Ry s3> Rys14r Ryyoq — auftreten.
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Setzt man indessen noch einen geeignet gewihlten, durch
(16) nicht bestimmten 2ten Differentialquotienten der g,,
(in 2 und in 2’) gleich 0, z. B.
(20, LI _g
] 0z, 0%
und die hieraus nach (17) folgende Gleichung an die Stelle
der aus

21,

oy _

0y % =0

abgeleiteten, so tritt statt D, eine neue Diskriminante, Dy*,
auf, die sich als verschieden von 0 erweist.t) Mit Hilfe
dieser’ neuen Festsetzung (20) sind folglich sédmtliche Diffe-
rentialquotienten der @,, auler den vier d¢,/0x, die gleich 1
sind, zum Verschwinden gebracht. Das Bezugssystem X fallt
mit 2’ zusammen und ist somit vollstindig festgelegt.

Dabei ist zu seiner Bestimmung die eben ausgeschiedene
Bedingung (21) noch gar nicht benutzt. Unter Voraussetzung der
iibrigen aus (14) und (16) fiir die ersten und zweiten Differential-
qnotienten der g,, folgenden Gleichungen kann sie aber nach
(10) ersetzt werden durch die Gleichung

(21a) By = (24,18) =0,

welche gemib den Transformationsgleichungen (11) der E,, .
stets durch geeignete Drehung der aufeinander senkrechten
Achsenrichtungen von X in 0 erfiilllbar ist. Die Bedingung (21)
kann daher im allgemeinen?) eine der sechs Parameterfest-
setzungen vertreten, die diese Richtungen bestimmen sollten.

Es fehlt noch der Beweis, daB es fiir jede Gestaltung
der invarianten Weltkriimmnng mindestens ein Bezugssystem
gibt, in dem die Bedingungen (14), (16) und (20) erfiillt sind.
Dies 4Bt sich leicht durch vollstindige Induktion zeigen.

1) Vgl. Aomerkung 2 auf vorhergehender Seite.

2) Dije einzige Ausnahme bildet der Fall, daB R,,,; = 0 fiir jede
Lage der orthogonalen Achsenrichtungen von X in 0 gilt. Das tritt,
wie sich aus den Transformationsgesetzen (11) der R, wr Schliefen aflt,
nur dann ein, wenn O in einem Weltpunkte liegt, in dem alle Kom-
ponenten des Kriimmungstensors R verschwinden. Dieser Fall kann
indessen durch die Bedingung, R =30 in 0, ausgeschlossen werden,
die nach. der allgemeinen Relativititstheorie stets erfiillbar ist auBler in
einer durchaus materie- und gravitationsfreien, d. h. géinzlich leeren



Uber den physikalischen Sinn der Relativititspostulate usw. 605

Es selen ndmlich in 2 und in 2’ alle aus (14), (16) und (20}
far die g,, bzw. g,,” und ihre Differentialquotienten bis zur
(n — 1)ten Ordnung folgenden Bedingungen erfillt, und von
den- Differentialquotienten der » ersten Ordnungen der Trans-
formationsfunktionen ¢, (z,...z,) = z,” wieder nur die vier

g, _
Fa=1 =1...9

von Null verschieden, dann ergeben die Bedingungen fir
die Differentialquotienten nter Ordnung der g,, nach (17)
Gleichungen der Form:

0— a"gcﬂ - . on+l @8 N on+l Pa
T 8%y, ...0%0n  OTa+0%y...0%gs ' OXpe 0 Toy...0%0,
(194) :
I 4 L -
8 Ta,' ... 8T’

die sich von den Gleichungen (19) nur durch die hinzugekom-
menen dritten Glieder der rechten Seiten unterscheiden. Sie
konnen daher, wenn fiir n = 2 wieder (20) fiir (21) eintritt,
ebenfalls nach den (n + 1)ten Differentialquotienten der @,
anfgelést und folglich durch geeignete Wahl dieser GroBSen
oder anders ausgedriickt: des Bezugssystemes X bei fest-
gehaltenem X' befriedigt werden. Da ferner die fiir die g,.,.
selbst aufgestellten Bedingungen (18a) uwnd (18b) fiir sich
bekanntlich stets oo® Systeme von Lésungen dg, /dx, zulassen,
von denen co® zugleich die Bedingung (21) erfiillen, so gibt es
auch stets c0® und im allgemeinen (R 3 0 in 0) nicht mehr
Bezugssysteme X, die bei gegebener Lage ihres Ursprunges
allen aufgestellten Bedingungen (14), (16) und (20) geniigen.

§ 21. Dieses nur fiir analytische Funktionen, gum Jurs P
und die Umgebung von 0 bewiesene Ergebnis bestitigt durch-
aus die vorher ohne diese beschréankenden Voraussetzungen
angestellte Voriberlegung.l) Es darf daher wohl, wie es im
folgenden geschieht, ohne Bedenken auf beliebige stetige und
differenzierbare Funktionen g,,, g,,’ und ¢, und auf beliebig
weit ausgedehnte Gebiete iibertragen werden.

Demnach sind durch die rein formale Anderung der
Einsteinschen Theorie, welche in der ndheren Bestimmung
der bei Einstein in weitem Umfange willkirlich wihlbaren
Koordinatenfunktionen g,, durch die Festsetzungen (14), (16)

1) Diese galt natiirlich nur dem aligemeinen Falle K== 0.
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und (20) liegt, im allgemeinen die Bezugssysteme einer
(4 4- 5 = 9) parametrigen Gruppe mathematisch und nach
§ 12 auch fiir physikalische Beobachtungen vor allen iibrigen
als ,,berechtigte* ausgezeichnet. Nur bei singuldrer. Gestaltung
der Weltkriimmung ist die Parameterzahl der physikaliseh
ausgezeichneten Schar um eins oder — nur fir R =0 —
um zwei groBer. Diese Schar ist also im allgemeinen enger
begrenzt als bei der urspriinglichen Einsteinschen Relativitiits-
theorie (11 Parameter) und kann durch weitere Bedingungen,
z. B. der Form R,, ,,=0 in 0, leicht noch mehr ein-
geschriankt werden.

§ 22. Dabei ist noch zu beachten, daf die Transformationen
zwischen den durch irgendwelche ndhere Bestimmungen der
9., ausgezeichneten Bezugssystemen fiir die verschiedenen
moéglichen invarianten Krimmungsverhiltnisse) der Welt im
allgemeinen auch verschiedene Gruppen bilden.?) Nach § 7
kann aber in physikalischem Sinne die Einsteinsche Theorie
nur einem Relativitdtspostulate geniigen, dessen Gruppe un-
abhéngig von dem zufélligen metrischen Charakter der Wirk-
lichkeit berechtigt, also einer Untergruppe jeder einzelnen
der erwihnten Gruppen gleich oder dhnlich ist.3) Die weiteste
Gruppe, die dieser Bedingung zugleich fiir jede physikalisch
adidquate Darstellungsform der Theorie geniigt, bestimmt die
von der Theorie wirklich erfiillten Relativititspostulate.

1) Es wire sinnlos, zu fordern, daB in ein und demselben, beziiglich
einer gegebenen Form der Einsteinschen Theorie berechtigten Bezugs-
systeme diese Form fiir zwei verschiedene oder gar fiir alle moglichen
Kriimmungsverhiltnisse der Welt zugleich gelten miigse. Denn in keinem
Weltpunkte und daher auch in keinem Koordinatenpunkte irgendeines
iiberhaupt zuliissigen Bezugssystemes diirfen nach der Theorie zwei ver-
schiedene Werte derselben Kriimmungsinvarianten als zugleich giiltig
vorgestelit werden,

2) Augzunehmen ist der Fall, da nur | gMI = Const. festgesetzt
ist, Hier verkniipft stets dieselbe Gruppe von Transformationen, be-
stimmt durch |g,,|/| g,y’| = Const. =|9%,/8z,’|?, die ausgezeichneten
Bezugssysteme,

3) Eine solche Gruppe ist die Gruppe der Transformationen, beziig-
lich derer die aufgestellten Gleichungen kovariant sind. Doch ist nicht
gesagt, daB es die weiteste Gruppe der verlangten Art ist, da nur Ahn-
lichkeit, nicht Formgleichheit, mit je eirer Untergruppe jeder der ver-
schiedenen, unter verschiedenen physikalischen Umstéinden ausgezeich-
neten Gruppen verlangt ist.
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1V. Geometrische Bestimmung des von der neuen Einsteinschen
Relativititstheorie physikalisch erfiillten Relativititspostulates
und Vergleich mit der urspriinglichen Relativititstheorie.

§ 23. Welche Gruppe dies ist oder: welche Relativitits-
postulate die Einsteinsche Theorie im Sinne des '§ 7, d. h.
unabhingig von der Darstellungsform der Theorie und den
zufilligen physikalischen Bedingungen der Wirklichkeit, erfiillt,
kann man aber weit einfacher und deutlicher, als wenn man
die den g,, auferlegten Bedingungen bis an die Grenze des
Zuléssigen zu vermehren versuchte, durch Betrachtung des
vierdimensionalen geometrischen Bildes erkennen, unter dem

sich das Bewegungsgesetz, 6fds=0, der Einsteinschen
Theorie fiir Lichtimpulse, (ds = 0), und Massenpunkte,

(ds?=2g,,dz, dz, <0),

in einer beliebigen Koordinatenmannigfaltigkeit X (2, ... z,)
darstellt. Fir jedes System beliebig gegebener Koordinaten-
funktionen g,, =f., (2;...2,), (1gus| > 0) bestimmt die
Gleichung '

(22) ofds=0

mit ds? = 0 eine unendliche Schar von Weltlinien, den Extre-
malen der Mannigfaltigkeit X (z,...z,). Jede der Weltlinien
stellt eine nach der Theorie mogliche Bewegung eines Massen-
punktes (ds < 0) oder Lichtimpulses im Ather dar und ihre
Gesamtheit die Gesamtheit der in derselben Raum-Zeit-
Mannigfaltigkeit moglichen Bewegungen von Lichtimpulsen
und Massenpunkten.!) Die Menge aller dieser den verschiedenen
Funktionensystemen g,, = fu, (%;...%) 2zugeordneter Welt-
linienscharen zerfillt nun in unendlich viele Teilmengen, deren
jede alle Weltlinienscharen umfaBt, die je einer topologisch
gleich sind und daher durch reine Beobachtungen von Licht
und Massenbewegungen — ohne willkiirliche Beziehung auf
ein bestimmtes Bezugssystem - nicht voneinander unter-
schieden werden konnen. Zu jeder durch ein bestimmtes

1) Méglich heiBt stets: mit den angenommenen Gesetzen vertrig-
lich, also hier: mit den angefiihrten Bewegungsgesetzen vereinbar. Vgl.
$7 Anm. 3. '

Annalen der Phyrik. IV, Folge. 53, 40
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Funktionensystem g,, = f,, (2, ..., gegebenen Extremalen-
schar gehéren ferner nach Teil II ool weitere, die ihr nicht
nur topologisch glei¢h sind, sondern sieh mit ihr vollstédndig
decken, nimlich alle, die zu den Funktionensystemen der
Form g,, = A.fu, (2;...%y) gehdren, wo 4 unabhéingig von
Ty ... T, 18t Jede der genannten Teilmengen 148t sich daher
zerlegen in ool Untermengen, deren jede auch metrisch genau
die gleichen Weltlinienscharen enthiilt. Diejenigen Unter-
schiede in den invarianten Kriimmungsverhéltnissen der Raum-
Zeit-Mannigfaltigkeit, die durch die Verschiedenheit der diesen
Untermengen zugeordneten Werte des Parameters 4 nach
§ 12 bedingt sind, kommen eben in den Bewegungsgesetzen
der Einsteinschen Theorie fiir Lichtimpulse und Massen-
punkte physikalisch nicht zum Ausdrucke.

§ 24. Die absolute mathematische Invarianz der Hin-
steinschen Bewegungsgesetze erfordert es und beruht offen-
sichflich auf dem Umstande, daB jede der genannten Unter-
mengen alle Weltlinienscharen enthilt, die durch stetige De-
formationen aus einer von ihnen entstehen konnen; denn
nach dem oben Ausgefiihrten ist ein Ubergang einer Welt-
linienschar von einer Untermenge zur anderen bei keiner
stetigen Transformation mdglich.

Der physikalische, durch reine (topologische) Beobach-
tungen priifbare Inhalt des durch die Weltlinienscharen einer
Untermenge Dargestellten ist aber schon vollstdndig durch
jede beliebige einzelne Schar der Menge gegeben, da ja ein
topologischer Unterschied =zwischen den Scharen derselben
Menge nicht besteht und sich jede Schar in jede andere allein
durch geeignete Wahl des Bezugssystemes iiberfilhren 1a8t.
Aus jeder Untermenge diirften daher alle Weltlinienscharen
bis auf eine beliebige ausgeschieden werden, ohne daf dadurch
der physikalische Inhalt der Darstellung gegeniiber der Ein-
steinschen Gleichungen (22) eingeschrinkt oder sonst wie
veréndert wiitde. Vielmehr wiren bei diesem Verfahren nur
solche Teile des durch (22) gegebenen Bildes entfernt, die
gachlich nichts als wiederholte Darstellungen schon einmal
dargestellter physikalischer Moglichkeiten bedeuten, obgleich
sie, wie gesagt, zur Herstellung der mathematischen Invarianz
der Theorie und wohl auch ihrer mathematisch eleganten Form
unentbehrlich sind. Dagegen geniigt eine Darstellung . dex
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oben beschriebenen Art!) der Yorderung groBtmogliclier sach-
licher Knappheit.?)

§ 25. Die Bezugssysteme der Wirklichkeit, in denen eine
solehe Darstellung erfiillt ist, d. h. in denen die Weltlinien
der wirklichen Lichtimpulse und Massenpunkte einer der in
ihr enthaltenen Extremalenscharen angehéren, kénnen wegen
des rein kinematischen Charakters des Dargestellten prinzipiell
durch geeignete Beobachtungen von allen {ibrigen unterschieden
werden (vgl. § 4). Die Einsteinsche Theorie erfiilit daher
physikalisch kein Relativititspostulat, beziiglich dessen in-
varianter Transformationsgruppe nicht jede einzelne der ge-
nannten Extremalenscharen fir sich invariant ist; denn da
die Scharen durchweg topologisch verschieden oder durch
den nach § 12 im allgemeinen unverénderlichen Parameter 2
unterschieden sind, so ist eine Transformation der einen in
die andere im allgemeinen unmdéglich. In sich selbst kann
aber nach Teil II eine vollstindige Extremalenschar der
Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit nur bei einer Transformation tiber-
gehen, die das zugehérige Funktionensystem g,., = f,, (2 - . . T
bis auf einen konstanten Faktor i ungeéindert 1d8t, und auBer
der identischen gibt es keine Koordinatentransformation, die
das allgemein leistet. Beziiglich jeder anderen Transformation
besteht die Invarianz sogar nur in singuléren und in der Wirk-
lichkeit wohl ausgeschlossenen Fallen (vgl. § 12).

1) Analytisch nihert man sich einer solchen Darstelilung durch
das in Teil III, 3, a.ngewandte Verfahren, den g,,, als Koordinatenfunk-
tionen Bedingungen aufzuerlegen, die sich allein durch geeignete Wahl
des Bezugssystemes unabhingig von dem zufilligen invarianten metrischen
Charaktor der Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit erfiillen lassen und die daher
niemals alle ineinander transformierbaren und dem gleichen 1 zugehdrenden
Extremalenscharen ausschlieBen konnen. Ob sie auf diesem Wege, der
jedenfalls, wie in §§ 20, 21 gezeigt, recht weit fiihrt, vollstindig erreicht
werden kann, ist fraglich. Indessen kommt es ja nicht darauf an, eine
Darstellung der gekennzeichneten Art in mathematisch geschlossener
Form wirklich herzustellen, sondern es geniigt, daB sie iiberhaupt, wenn
auch nur als geometrisches Bild, denkbar ist.

2) Vorausgesetzt, daB der Parameter A eine wirkliche physlkalxsohe
Bedeutung hat. Anderenfalls wire aus jeder der in der Darstellung ent-
haltenen Mengen von je ool topologisch gleichen und nur durch den zu-
geordneten Wert von A unterschiedenen We]tlmmnscharen alle bls auf
eine zu entfernen,

40~
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Die Einsteinsche Theorie geniigt ' demnach physikalisch
im Sinne des in § 7 Ausgefiihrten iberhaupt keinem Relativitdts-
postulate; sie ist hrem Inhalte nach eine vollkommene Absolut-
theorie.

§ 26. Relativitdtspostulate im Sinne des § 7 kann eine
Theorie, die das Bewegungsgesetz (22) fiir Lichtimpulse und
Massenpunkte anerkennt oder den durch (22) dargestellten
 Extremalen sonst eine physikalische Bedeutung zumiBt, nur
dann erfillen, wenn sie zugleich nur solche singulire Ge-
staltung der invarianten Weltkriimmung als méglich zuldfi,
bei der durch nicht identische Koordinatentransformationen
die Funktionen g,, = f#, (zy . .. 2y auf die Form

Gus' =4 fur (&) . .. 2))

gobracht und somit die zugehonge Extremalenschar in sich
selbst transformiert werden kann. Je mehr eine Theorie in
dieser Richtung die Moglichkeit verschiedenartiger Kriim-
mungsverhéltnisse der Welt einschriinkt?), desto umfassenderen
Relativititspostulaten kann sie geniigen. Die duBerste Grenze
ist jedenfalls erreicht, wenn, wie es in der urspriinglichen
Einsteinschen Relativititstheorie geschieht, der Weltkriim-
mungstensor identisch gleich Null gesetzt wird. In diesem
Falle gibt es bekanntlich nur eine Extremalenschar, und diese
ist invariant beziiglich der Lorentzgruppe, komponiert mit
den Gruppen der gleichformigen Dilatation und Translation,
d. h. sie geht in sich selbst iber bei jeder Drehung, Ver-
schiebung und gleichférmigen Dehnung der Raum-Zeit-Mannig-
faltigkeit.

Es ergibt sich hiermit also: Fine phystkalische Theorte,
welche den Extremalen (22) einer Raum-Zeit-Mannigfaltighest mit
Minkowskischer Normalform des Lanienelements eine der Beob-
achtung zugingliche Bedeutung zuerkennt oder den invarianten
metrischen Charakter der Mannigfaltigkeit sonstwie in gleichem Um-
fange als prenzipiell beobachtbar hinstellt, kann keinem weiteren
Relativititspostulate im Sinne des § 7 geniigen, als denen der
urspriinglichen Einsteinschen Relativitdtstheorie. Diese Theorie
erscheint somit im Lichte der hier vertretenen Auffassung des

1) Das kann durch invariante, den g,, auferlegte Bedingungen ge-
schehen, deren #uflerste, R, P,_O das identische Verschwinden der
Weltkriimmung verlangt. y
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Sinnes der physikalischen Relativitdtspostulate nicht als eine
mittlere unter gleichfalls moglichen, teils spezielleren, teils
allgemeineren Relativitatstheorien, sondern als die FErfiillung
des weitesten Relativitdtspostulates, dem unter der bereits
genannten Voraussetzung, daB die durch die Weltextremalen
bestimmten invarianten Weltkriimmungsverhaltnisse irgendwie
prinzipiell beobachtbar seien, iiberhaupt geniigt werden kann.
Das entgegengesetzte Extrem ist verwirklicht in der neuen
Einsteinschen Theorie, die, wie oben dargelegt, physikalisch
gar kein Relativititspostulat erfiillt.

SchluB:
Uber den Grund der Unerfiillbarkeit dea aligemeinen
Relativititspostulates.

§ 27. Ebenso wie die betrachteten Bewegungsgesetze
bestimmen auch andere kinematische Gesetze allein durch
ihren topologischen, durch Beobachtung priifbaren Inhalt
eine ihnen eigentiimliche invariante Transformationsgruppe,
deren Relativitatspostulat sie erfiillen.

Stellt man z. B. die kinematischen Gesetze des starren
Korpers oder, genauer gesagt, die kinematischen Gesetze
starr verbundener Massenpunkte etwa in der Form:

(7 — @)+ (% — ¥2)* + (2 — 2,)* = r? = Const.
h—t,=0
aufl), so ist die Gruppe der Transformationen, welche die
durch die Gleichungen dargestellle unendliche Schar von
Weltlinien und Weltliniensystemen in sich iiberfithren, als
invariante — von allen ihr #hnlichen nicht unterschiedene —
Gruppe aufgefaBt, nur durch die Topologie dieser Weltlinien-
schar bestimmt, und da die Gleichungen die in ihnen ent-
haltenen Gesetze ohne iiberfliissige Wiederholungen ausdriicken,
so muB jede Darstellung derselben Gesetze das zu dieser
Gruppe gehérende Relativitdtspostulat erfiillen. Es besteht
also in jedem Falle physikalische Invarianz beziiglich der,
je nach Wahl des Bezugssystemes verschieden geformten,
Gruppe aller Transformationen, welche die Riume konstanter
Zeit und die rdumlichen Entfernungen gleichzeitiger Welt-
punkte invariant lassen. Jede weitere Transformation ist

1) In: dieser Form ist die Undurchdringlichkeit des starren Korpers
nicht beriicksichtigt.
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pbysikaliseh unberechtigt,. gleichgiiltig ob die Gleichungen in
einer auch ihr gegeniiber invarianten Form aufgestellt sind
oder nicht.

§ 28. Dies legt die Frage nahe, auf welcher allgemeinen
Eigenschaft der kinematischen Gesetze diese Hervorhebung
einér bestimmten invarianten Gruppe von Koordinatentrans-
formationen als der physikalisch allein berechtxgten beruht
und ob nicht kinematische Gesetze denkbar seien, die
auch physikalisch dem allgemeinsten Relativititspostulate
geniigen.

Angenommen, ein solches Gesetzsystem sei gegeben. Denkt
man sich dann wieder seinen Inhalt durch eine Schar oder
allgemeiner (unendlich) viele, topologisch durchweg verschiedene
Scharen von Weltlinien, -flichen usw. dargestellt, die je eine
Gesamtheit der nach dem Gesetzsystem in derselben Raum-
Zeit-Mannigfaltigkeit moglichen Bewegungen und Konstel-
lationen wiedergeben, so mufl jede einzelne Schar bei jeder
beliebigen stetigen Verzerrung wieder in sich selbst iibergehen.
Greift man also aus irgendeiner Schar ecinen beliebigen Teil,
bestehend aus irgendeinem System von Weltlinien o. dgl,
heraus, so ist dieser Teil nicht nur in der herausgegnffenen
Form und Lage in der Schar enthalten, sondern zugleich in
allen anderen beliebig verzerrten und verschobenen Gestalten
und Lagen, die sich mit der ersten in jeder denkbaren Weise
berithren und durchdringen. Das bedeutet aber: ein physi-
kalisch dem allgemeinen Relativititspestulate geniigendes Ge-
setzsystem kann bei den rdumlich-zeitlichen Gegenstinden,
fir die es gilt, keine Art von gegenseitiger Berithrung und
Durchdringung ausschlieBen, die iberhaupt geometrisch bei
Wahrung des topologischen Charakters der einzelnen Gegen-
stéinde denkbar sind.

Dagegen kann ein solches Gesetzsystem sehr wohl das
(regelméaBige) unbedingte!) Vorhandensein bestimmter Beriih-
rungen oder Durchdringungen fordern. Denn denkt man sich
dlese im geometrischen Bilde der Gesetze einmal gegeben, so

1) Wiren die Beriihrungen oder Durchdringungen nur notwendige

Folge anderer Koinzidenzen, so wire damit das Vorhandensein dieser

letzten fiir sich allein wieder ausgeschlossen, und die Gesetze kénnten
daher nicht dem allgemeinen Relativitétspostulate geniigen.
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folgt aus der absoluten Invarianz des Bildes eben nur, dafl
sie mugleich in jeder anderen durch Verschiebung und- Ver-
zerrung  entstehenden Lage in ihm auftreten miissen. Das
kann aber. ihr Vorhandensein an sich niemals ausschlieBen
oder einschrénken.

Demmnach st es also der vememende Inhalt der ums be-
kannten kinematischen Gesetze, d. h. die in thnen enthaltene
Beschrinkung und Verneinung von Kownzidenzmiglichkesten,
welche die physikalische Erfiilllung des allgemeinen Relativitdits-
postulates unmdéglich machen.

§ 29. Bei dem oben betrachteten Gesetze der Licht- und
Massenbewegung im Ather, das die Weltlinien der Lichtimpulse
und Massenpunkte mit Extremalen der Raum-Zeit-Mannig-
faltigkeit identifiziert, besteht der verneinende Teil des In-
haltes offensichtlich in dem aus dieser Gleichsetzung folgenden
Satze, daB durch zwei verschiedene Weltpunkte niemals zwei
verschiedene der genannten Weltlinien gehen kénnen. In der
Tat ist es gerade dieser Satz, der in jeder Koordinatenmannig-
faltigkeit die Schar der miteinander vertriglichen Weltlinien
und damit zugleich die Gruppe der Transformationen, die sie
in sich tberfithren — im allgemeinen ist es nur die identische
Transformation — begrenzt, da er durch jede weitere der
Schar zugeftigte Weltlinie verletzt wiirde.

Ebenso sind Systeme starr verbundener Massenpunkte nur
vermdge des Ausschlusses ihrer freien Beweglichkeit gegen-
einander zu Messungen (z. B. als Skalenpunkte starrer MaB-
stdbe) und damit zur physikalischen Auszeichnung einer be-
stimmten Transformationsgruppe prinzipiell verwendbar.

Als Beispiel eines unbedingten rein bejahenden kinema-
tischen Gesetzes konnte man etwa den Satz aufstellen, da8
jeder Massenpunkt im Laufe der Zeit mit mindestens einem
anderen zusammentreffen und dann dauernd mit ihm ver-
eint bleiben miisse. Das geometrische Bild, das die Gesamt-
heit der diesem fingierten Gesetze nicht widersprechenden
Weltlinien enthélt, muB bei jeder stetigen Koordinatentrans-
formation in sich selbst iibergehen; denn seine Uberdeckung
mit einem beliebig verzerrten Bilde kann niemals eine einzeln
stehende, mit keiner anderen zusammenflieBende Weltlinie
ergeben, also keine im urspriinglichen Bilde noch nicht ent-
haltene Weltlinie. :
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Tatsdchlich scheinen indessen kinematische Gesetze dieser
rein bejahenden Art niemals aufgestellt worden zu sein. Aber
nur dann, wenn ausschlieflich solche unbedingten und bejahenden
Gesetze, an Stelle der allein bekannten verneinenden wund be-
dingten, die Welt beherrschien, wirde das allgemeine Relativitdts-
postulat sachliche Geltung im Sinne des § 7 besitzen.

Konigsberg i. Pr., den 6. August 1917.

(Eingegangen 14. August 1917.)



