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2 .  Elektrodynarnische EZementargesetxe; 
von E. Wsecher t .  

p. 549. 1900.) 
(dus den Archives NQerlandaises, livre jubiiaire, dQdi6 A H. A. Lorentz,  

I. Brundlagen der Theorie. 
1. Yorwort. Die neuere, sich auf Xaxwel l  stutzende 

Elektrodynamik ist durch Unterscheidung zwischen Aether und 
Materie im Innern der sinnlich wahrnehmbaren Kbrper in so 
weitem Maasse zu den Ansichten der alteren Schule zuriick- 
gekehrt, dass der einstige Gegensatz nicht mehr besteht. Die 
,,elektrischen leilchen" der alten Theorien sind wiederum zu 
Recht gelangt ; wir haben aber gelernt, die Vermittelung ihrer 
Wechselwirkungen durch das Zwischenmedium zu verfolgen. 
So ist das grosse Problem gelost, welches vor Maxwell  zwar 
vielfach formulirt wurde, aber allen Bemiihungen widerstand ; 
und Maxwell's Beitrag erscheint nicht mehr als ein Umsturz 
des Bestehenden , sondern als ein Fortschritt im natiirlichen 
Gange der Entwickelung. 

H. A. Loren tz  war der erste, der den Unterschied 
zwischen hether und Materie in der Maxwell'schen Theorie 
mit Erfolg verwertete, und er machte clabei von vornberein 
auf die Annaherung an die alteren Theorien aufmerksam, welche 
sich dann einstellt. In  der Ueberzeugung, dass hierauf im 
Interesse unserer Wissenschaft nicht genug Gewicht gelegt 
werden kann, will ich versuchen, hier einen weiteren Baustein 
fur den Zusammenschluss der alten und neuen Theorien erbringen. 

In den Bezeichnungen schliesse ich mich an meinen Bei- 
trag zur Festschrift fur die Feier der Enthiillung des Gauss -  
W e b  e r -  Denkmals zu Gottingen, 1899 l); auf diesen verweise 
ich auch fiir nahere Ausfiihrungen. 

2 .  Die Name11 ,,Bether" und ,,.'Materie" gebrauche ich in 
Da ich iiberdies ganz ahnlichem Sinne wie H. A. Lorentz .  

1) Bei B. G. T e u b n e r ,  Leipzig. 
43 * 
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schon mehrfach Gelegenheit genommen habe, mich iiber diesen 
Punkt auszusprechen , so werden hier wenige Worte geniigen. 

Das optische Verhalten stromender Fliissigkeiten und 
ahnliche Erscheinungen zeigen , dass die sinnlich wahrnehm- 
bare Materie bei ihren Bewegungen selbst im Innern die 
Lichtwellen nicht mit sich forttragt; auch die Aberration des 
Lichtes fiihrt, wie H. A. Loren tz  gezeigt hat, zu demselben 
Schlusse. Indem wir das Licht nach Maxwell  als einen 
elektrodynamischen Vorgang auffassen , sind wir gez wungen, 
im Innern der Materie noch einen Trager der elektrodyna- 
mischen Erscheinungen anzunehmen, der sich an den sinnlich 
wahrnehmbaren Bewegungen nicht beteiligt. Um diese That- 
sache bequem in Worte zu kleiden , unterscheiden wir zwischert 
Aether und Materie. Speculationen iiber ihr gegenseitiges Ver- 
haltnis sind fur die unmittelbaren Zwecke der Elektrodynamik 
nicht notwendig; so konnen wir es zum Beispiel dahingestellt 
sein lassen, ob es sich urn verschiedene Stoffe, oder um den- 
selben Stoff in verschiedenen Zustanden handelt. Materie und 
Aether sind uns nur Bilder, die .wir von unserem menschlichen 
Standpunkt in der Natur sehen; dem weiteren Fortschritt der 
Wissenschaft bleibt uberlassen , zu entscheiden, was ihnen in 
Wirklichkeit entspricht. 

Wahrend die Materie uns in mannigfachsten Variationen 
der Art, der Anhaufung und der Bewegung entgegentht, ge- 
niigt fur die Darstellung unserer Erfahrungen die Annahme, 
dass der Aether die game uns zugangliche Welt ohne merk- 
liche, Liicken und ohne merkliche Bewegungen iiberall mit 
denselben Busserst einfachen Eigenschaften erfullt. Ilieses gilt 
auch von dem Bereiche , den die Materie beansprucht , sodass 
sie ganz von dem Aether durchtrgnkt erscheint, ohne ilin 
merklich zu verdrangen. 

Zur Kennzeichnung der elektrodynamischen Eigenschaften 
des Aethers geniigt eine einzige Constante, die Lichtgeschwindig- 
keit 7 bei Abwesenheit der Materie. Zur Beschreibung der 
elektrodynamischen Vorgange mussen gerichtete Grossen, Vec- 
toren, verwendet werden. 

3. Wir wollen von der Optik im freien Aether ausgehen. 
Fur  sie konnen Vectoren sehr verschiedener physikalischer Be- 
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deutung in Betracht gezogen werden. 1st K ein solcher Vec- 
tor, dann darf als Schwingungsgleichung fur eine Componente 
K, parallel der beliebigen Richtung v angenommen werden : 

Dabei gilt die folgende Bedingung als dusdruck der 
Transversalitat der Schwingungen und der Annahme, dass 
auch der Fall der Erregungslosigkeit maglich ist: 

Zu jedem herausgegriffenen Vector K lasst sich ein ge- 
wisser zweiter H zuordnen, der mit ihm in reciproker Be- 
ziehung steht. Wir erhalten H durch die Definitionsgleichungen 

(3) 

(4) 

(5) 

Sie ergeben mittelv (1) und (2) als Analogon zu (3): 

und als Analogon zu (1): 

= 7 z ( * + T + T ) .  3’ Hw (6) a t a  
a s  H ,  

Das Formelsystem (2), (3), (4), (5) als Ersatz fur (1) und 
(2) bez. (4) und (6) wurde von H e r t z  1884 aus der Max- 
we 11 ’schen The’orie herausgelost. 

Fur  die Elektrodynamik kommt noch ein drittes System 
in Betracht, welches in vielen Fallen vorteilhafter ist als das 
zweite und sich enger an Maxwell  anschliesst. In ihm wird 
das Vectorpotential eines. der Vectoren K und H benutzt. Wir 
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wollen H auswahlen und das Potential mit T bezeichnen, 
dann ist zu setzen: 

Damit wird T noch nicht bestimmt; vor allem kommt in 
Betracht, dass der Wert von 

willkurlich bleibt ; eine passende Verfiigung behalten wir 
uns vor. 

Der Ansatz (7) erfullt (4) und ergiebt wegen (3): 

-- 
a y a t  faxat a y  a x  

nebst zwei ahnlichen Gleichungen. Das ganze System zeigt, 
dass P K  sich von dem Vector ( - d r , / d t ,  - d r , / d t ,  - d r , J d  t)  nur urn einen Vectoranteil unterscheidcn kann, 
der ein scalares Potential besitzt. Rezeichnen wir dieses mit @, 
so ist zu setzen: 

wobei Y eine beliebige Richtung bedeutet. Hiermit ist nun 
auch das System (3) erfiillt. Es bleiben uns noch (2) und (5), 
(2) ergiebt: 

Mittels (5) folgt fur eine beliebige Richtung v: 

Ueber die Unbestimmtheit in r verfiigend setzen wir nun: 

(9) 
ar, ar, __ a @ + P ( z + T + a ; ) = O .  a t  
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Dann folgt als Ersatz fur (2) und (5 ) :  
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(9), (lo), (11)  in Verbindung mit (7) und (8) stellen das 
angekiindigte Max w ell'sche Gleichungssystem dar. Wie wir 
erkennen, ist es nicht symmetrisch. Das scheint zunachst 
ein Nachteil (der ubrigens leicht beseitigt werden konnte), ist 
es aber in Wirklichkeit nicht, denn bei der Einordnung der 
Theorie der Optik in die Theorie der Elektrodynamik kommen 
wir so in die Lage, uns genau der erfahrungsgemass bestehen- 
den Unsymmetrie der elektrischen und magnetischen Er- 
scheinungen anzupassen. 

Maxwell  benutzte nicht die vereinfachende Beziehung (9). 
Ihm war hamlich I- nicht wic uns eine blosse mathematische 
Hulfsgrosse, uondern eine Function des Zustandes von be- 
sonderer Bedeutung, und so musste er den Wert von 

obgleich ,,not related to any physical phenomenon", unbestimxnt 
lassen. In  einer interessanten in Abschnitt 12 citirten Arbeit von 
Levi -Civ i ta  (1897) ergab sich (9) als Folgerung aus hypo- 
thetischen Annahmen uber @ und r. 

4. Elektrische Ladung. Nach Maxwell's Theorie lassen 
sich die elektrische und die magnetische Erregung im freien 
Aether duroh eines der Vectorenpaare K und 123 der Optik 
darstellen. Da wir die soeben berfihrte Unsymmetrie beruck- 
sichtigen mussen, ist in unserem Falle die ,,elektrische Kraf?" 
mit K, die ,,magnetische Kraft" mit E zu bezeichnen. 

Fur  einen Raum, in dem die Gleichungen (2) und (4) 
uberall erfullt sind, ergeben sich fur jede geschlossene Flache 
die SBtze: 

I d . & =  0 ,  S d c H , ,  = 0 .  

d o  bedeutet ein Oberflachenelement, v die Normale; der In- 
dex O sol1 daran erinnern, dass es sich um eine geschlossene 

0 
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Flache handelt. Liegt die Flache zwar selbst im freien Aether, 
umschliesst sie aber Materie, so werden (2) und (4) unbrauch- 
bar, und es lasst sich mittela (3) und (5) nur folgern, dass die 
Flachenintegrale von der Zeit unabhangig sind; (2) und (4) er- 
geben dann zugleich, dass alle Flachen, welche dieselbe Naterie 
umschliessen, auch dieselben Werte der Integrale haben miissen. 
Die Erfahrung lehrt, dass nur fur die elektrische Erregung, 
nicht aber fur die magnetische, von 0 verschiedene Werte auf- 
treten konnen. 

Wir setzen demgemass : 
0 

J d a K v = 4 s e ,  Y d r i B , ,  = 0. 

Die Grosse e ,  welche auf die nach aussen weisende Nor- 
male bezogen werden soll, hangt dann allein von der ein- 
geschlossenen Materie ab, nicht von der besonderen Gestalt 
der umschliessenden Flache. Sie heisst die ,,Gesamtmenge der 
in der Materie enthaltenen &lektricitati.t". 

Kommen zwei Korper in zeitweilige Beriihrung, so zeigen 
sie erfahrungsgemass oftmals nachher andere Ladungen als 
vorher. Nach unseren eben abgeleiteten Satzen muss dabei 
die Summe der Ladungen die Beriihrung uberdauern, der eine 
Korper muss also gerade so vie1 gewonnen haben, als der 
andere verloren hat. Der Satz von der Erhaltung der Elek- 
tricitat erscheint hiernach als Folgerung aus (5). 

Aus der Elektrolyse ist zu schliessen, dass die elektrische 
Ladung an der molecularen Structur der Materie Anteil hat, 
indem die einzelnen Atome oder Atomgruppen nur eine ganz 
bestimmte positive oder negative Ladung oder ein ganzzahliges 
Vielfaches von dieser annehmen konnen. 

5. Was bedeutet nun eine Yeranderung der Ladung? Bis 
vor kurzem bot diese Frage fur die Elektrodynamik besondere 
Schwierigkeiten. H. A. Loren tz  schrieb 1895 l): ,,Ist somit 
die Annahme dieses Ueberganges oder Austausches der Ionen- 
ladungen - eines freilich noch sehr dunklen Vorganges - die 
unerliissliche Erganzung jeder Theorie, wekhe eine Fortfiihrung 

1) Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen Erschei- 
nungen in bewegten Korpern p. 6 und 7. Leiden 1895. 
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der Elektricitat durch Ionen voraussetzt, so besteht ein an- 
haltender elektrischer Strom auch nie in einer Convection 
allein, . . . Hr. Giese  ist der Meinung, dass in den Metalleii 
eine wirkliche Convection gar nicht im Spiele sei. Da es aber 
nicht moglich scheint, das ,,Ueberspringen" der Ladungen in 
die Theorie aufzunehmen, so wolle man entschuldigen, dass 
ich meinerseits von einem solchen Vorgange ganzlich absehe 
und mir einen Strom in einem Metalldraht einfach als eine 
Bewegung geladener Teilchen denke." Ganz ahnlich musste 
ich mich in meinen theoretischen Arbeiten uber die Elektro- 
dynamik verhalten. Befriedigend erscheint nur ein Ausweg, 
auf den unter anderen Helmhol tz  1881 in einem F a r a d a y  
zu Ehren gehaltenen Vortrag hinwies: Wir miissen die Jlektri- 
eitat gariz so korperlich aufjrassen wie die Materie, das heisst, 
wir miissen auch ihr bestimmte unveranderliche Atome zu- 
schreiben. 

Als ,,imponderabelLL im Sinne der alteren Anschauungen 
diirfen wir die elektrischen Atome freilich nicht ansehen, denn 
als Folge der mit der Bewegung im Aether verbundenen elek- 
trodynamischen Vorgange ergiebt sich eine kilzetische Energie, 
also Masse im Sinne der Mechanik. Bedenken wir noch den 
Anteil, welchen die elektrischen Teilchen an dem Aufbau der 
sinnlich wahrnehmbaren Materie nehmen, so erscheinen sie als 
diese selbst. ,,Es bietet sich so die lockende Aussicht, Materie 
und Elektricitat unter einem hoheren Gesichtspunkt zu ver- 
einigen." Als ich dieses in einer 1894 veroffentlichten Skizze 
einer Theorie der Elektrodynamik schrieb, niusste der rein 
hypothetivche Charakter scharf hervorgehoben werden. Noch 
im Frtihjahr 1896 vermochte ich bei der ausfuhrlichen l h r -  
stellung der Theorie als Grenzen fur das Atomgewicht der 
besonderen elektrischen Atome, welche bei dem Wechsel der 
molecularen Ladungen ausgetauscht werden, nur die recht weit 
auseinander liegenden Zahlen 10 - 7 und 1 anzugeben. Seit 
jener Zeit aber ergab sich schnell grossere Sicherheit. Es 
kam im selben Jahre die Entdeckung Zeeman's  und ihre 
Erklarung durch H. A. L o r e n t z ,  welche die Vermutung nahe- 
legt, dass das Atomgewicht der besonderen elektrischen Atonie 
etwa l/looo ist. Mich selbst fuhrten im Winter Unter- 
suchungen iiber die Kathodenstrahlen zu der Folgerung, daqs 
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diese aus den besonderen elektrischen Atomen bestehen, und 
dass ihr Atomgewicht etwa l/aooo bis 1/4000 betragt.') 

Es ist wohl bekannt, eine wie grosse Zahl von Arbeiten 
spater erschienen ist, welche diese Resultate befestigen und nach 
vielen Seiten hin erganzen. Die Zahlwerte fur beide Phanomene 
wurden genauer bestimmt und kamen einander ntiher. 

6 .  Elektronentheorie der Elektrodynamik. Fassen wir alles 
zusammen, so kann nun mit grosser Zuversicht folgendes be- 
hauptet werden: 

Die Jadung eines jeden materiellen Teilchens ist diesem ein 
f i r  allemal eigentiimlich, andert sich also niemals. 

Um den eigentlichen Sinn der Hypothese recht scharf zu 
erfassen, muss man sich erinnern, dass wir in der ,,Menge der 
Elektricifat'' ein Maass fur die elektrodynamische Verkettung 
mit dem Aether erkannten. Es tritt dann sogleich hervor, 
dass weiter nichts ausgesagt wird, als dass die elektrodyna- 
mische Verkettung mit dem Aether, soweit sie sich in der 
,,Menge der Elektricittit" messen liisst, jedem materiellen Teil- 
chen ein fur allemal eigentiimlich ist. 

Ein elektrischer Leitungsstrom ist hiernach stets zugleich 
als Strom materieller Teile aufzufassen. Fur  die elektrolytische 
Leitung wurde. dieses seit langem anerkannt. Neu ist nur, 
dass wir auch fur die metallische Leitung etwas Aehnliches an- 
nehmen mussen. Sollte es allein besondere negative elektrische 
Atome geben und nicht auch positive Atome ahnlicher Art, so 
wurde die Bewegung nur in der negativen Richtung des elek- 
trischen Stromes erfolgen. 

Wie H. A. Loren tz  zuerst gezeigt hat, ist es moglich, 
die elektrodynarnischen Yorganye allein als Polge von Bewegunyen 
elektrischer Teilchen anzusehen. Es mag wohl sein, dass die 
wirklichen Erscheinungen damit nicht erschopft werden wir 
haben aber jedenfalls bei der Ausarbeitung der Theorie vor- 
laufig das Recht, diese vereinfachende Voraussetzung zu machen. 

Uamit Aommen wir nun zu den Grundvorstellungen der alten 
Theorien zuruck. Der ganze Unterschied ist ,  dass wir die elek- 
trischen Russigkeiten nicht mehr imponderabel, sondern materiell 

1) E. Wiechert ,  Phys.-akonom. Gesellsch. zu KBnigsberg i. Pr. 38. 
7. Januar 1897. 



Elektrodynarnische Elementargesetze. 671i 

auffussen. Die kleinste moleculare Ladung hat von S tone  y 
(1874) den Namen ,,Elektron“ erhalten. Da wir sie in den 
Mittelpunkt unserer Theorie stellen, konnen wir diese aucli 
die ,,BlektronentheorieL6 der Elektrodynamik nennen. 

7 .  Feldgleichungen. Fur  den freien Aether nahmen wir 
an (Abschnitt 3): 

a y  a x  

Fur materielle Systeme andern sich diese Gleichungen, 
weil wir auf die Elektronen Rucksicht nehmen mussen. Doch 
ist es nicht notig, noch weitere Hypothesen zu machen, denn 
unsere Annahme, dass der Aether mit gleichen Eigenschaften auch 
die Materie durchdringt, fiihrt das hingeschriebene System iiber in 

(13) 

8H, a H ,  a H e  dz +- a y  + z - = O ,  

wobei y den elektrischen Strom, x die elektrische Dich.te be- 
zeichnet, und als Folge der vorstehenden Gleichungen 
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hervorgeht. Uicses System fasst alle hkfahrungssatze uber die 
elektrische und maynetische Pelderreguny zusammen. K, H, y, x 
stellen innerhalb der Materie Mittelwerte dar, wie es der An- 
nahme der inolecularen Constitution cntspricht. 

y summirt eine Reihe verschiedener physikalischer Vor- 
giinge : die ,,Convection", den ,,Leitungsstrom", die ,,dielektriscfie 
Polarisation" und die ,, Magnetisirun.q". 

Das Gleichungssystem (12) bis (16) lehnt sich an H e r t z  
(und Heavis ide)  an. In der Maxwell'schen Darstellungs- 
weise erhalten wir fiir die Bezeichnungen des Abschnitts 3:  

Die letzte Gleichung formulirt den Satz von der Erhaltung 
der Elektricitat; die Beziehung: 

erscheint hier als Folge von (19), (20), (21). 
Das System ( 1 7 )  bis (21) ist mit dem System (12) bis (15) 

ganz gleichwertig, kann also wie dieses als Fundamentalsystem 
fiir die Felderregungen genommen werden. 

8. Binwirkung des Aethers a u f  die Naterie. Bisher haben 
wir allein die Erregung des Aethers beachtet, sodass die Grund- 
lagen fur die Theorie der Elektrodyriamik noch nicht voll- 
standig sind. Es fehlt die Festellung der Einwirkung des 
Aethers auf die Materie. H. A. L o r e n t z  hat als der erste 
(1 892) gezeigt , dass dafur die beiden folgenden Hypothesen 
geniigen: 
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Ein elektrisches Teilchen der Aadung e erfahrt unabhangi~y 
von seiner Bewegung wegen der elektrischen Erregung des Aethers 
eine mechanische Kraft  11 R von der Intensitat e K. 

Ein elektrisches Teilchen der Ladung e ,  das sich mit der 
Geschwindigkeit v bewegt, erfahrt wegen der magnetischen h'r- 
regung des Aethers eine mect'canische Kraft 1. v und 1 H von 
der Intensitat e v Hs in  (v, H) I I? 

9. Schlussbemerkungen. Der Kreis der grundlegenden Hypo- 
thesen fur eine Theorie der Elektrodynamik ist nun vollst8ndig. 
Es sind ihrer angesichts der Fulle der umfassten Erscheinungea 
nur sehr wenige, und alle schliessen sich enge an die Er- 
fahrung, oder wahlen aus dem Moglichen das Einfachste her- 
a m :  die Gesetze der Lichtbewegung im freien Aether, Max- 
well's Annahme, dass dabei magnetische und elektrische 
Erregungen ins Spiel komnien, die Voraussetzung eines iiberall 
vorhandenen , uberall ruhenden , uberall gleich beschaffenen 
Tragers dieser Erregungen, den wir ,.Aether" nennen, die Vor- 
stellung, dass die Wechelwirkungen zwischen Aether und Materi.e 
sich allein an elektrische Teilchen und ihre Bewegungen 
knupfen , endlich die beiden Gesetze des vorigen Abschnittes. 

Der elektrodynamischen Energie wurde bisher noch nicht 
gedacht. Es geschah dieses absichtlich, um zu zeigen, dass 
sie bei der Feststellung der Grundvorstellungen nicht beruck- 
sichtigt zu werden braucht. Wenn man nun aber das Princrp 
der Energie anwendet, so ergiebt sich, dass dem elektrodynamisch 
erregten $ether Energie zugeschrieben werden muss, und dass 
man den Anforderungen des Principes am einfachsten mittels 
der Maxwell'schen Energieformel und der Poynting'schen 
Vorstellung der Energiestrijmung geniigt. 

11. Elementargesetse. 

10. Pormulirung des Problems. Charakteristisch fur die 
entwickelte Theorie ist es, dass sie eine Fortpflanzung der 
elektrodynamischen Erregungen mit der Lichtgeschwindigkeit 
im freien Aether annimmt. Es  entsteht daher die Vermutung, 
dass es moglich sein miisse, die jeweilige Erregung an irgend 
einer Stelle als Folge von Vorgangen darzustellen, die in jeder 
Raumstelle zu so weit zuruckliegenden Zeiten stattfanden, als 
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jener Ausbreitungsgeschwindigkeit entspricht. Da wir ferner 
annehmen, dass alle Aethererregungen ihren Ursprung in den 
elektrischen Teilchen haben , so werden wir vermuten , dass 
es auch mijglich sein musse, im Sinne der alten Theorien 
die entscheidenden Vorglinge allein auf diese elektrischen 
Teilchen zu beziehen. 

Aehnliche Probleme sind in der Elasticitlitstheorie sowie 
in der Optik schon vielfach behandelt worden, und wir kommen 
leicht zu unserem Ziel, wenn wir von den so entwickelten 
Methdden Gebrauch machen. Ich will im Folgenden den Weg 
gehen, auf welchen von B e l t r a m i  das Huygens’sche Princip 
analytisch formulirt wurde. 

11. Elementargesetz fur Raumelemente. Es wlire nicht 
zweckmassig, direct an die Gleichungen fur K und H anzii- 
kniipfen, weil die Trennung beider Vectoren zu unbequemen 
Nebenbedingungen fuhrt. Man pfiegt in solchen Fallen passende 
Hulfsgrossen einzufuhren. In unserem Falle ist das in r 
und @ schon geschehen, wir werden also ohne weiteres das 
System : 

zur Bestimmung von (4 und r verwerten kijnnen. 
B e 1 t r a mi  l) benutzt folgenden mathematischen Hiilfssatz : 

1s t  U eine Function der Coordinaten z, y, z und r, so gilt fiir 
einen beliebigen Raumpunkt (0): 

cos(n,r)--- r a n  

wenn unter r die Entfernung von (0) verstanden wird, das 
erste Integral sich auf eine beliebige den Punkt (0) umgebende 

1) E. Beltrami ,  R. Accad. d. Lincei, Rend. (2) 4. p. 51. 1895, eine 
deutsche Darstellung giebt W. Voigt ,  Compendium d. theoret. Physik 2. 
p. 776. Leipzig 1896. 
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Flache, das zweite sich auf den eingeschlossenen Raum be- 
zieht. n bedeutet die nach innen weisende Normale. Bei der 
Differentiation nach r hat man x, y ,  z, bei den Differentiationen 
nach n, x, y, z dagegen r als constant anzusehen. In  unserem 
Falle denken wir uns die Flache ins Unendliche geruckt und 
nehmen an,  dass dann das zugehtirige Integral gleich Null 
gesetzt werden darf. Dann bleibt: 

Hierin setzen wir r = (to - t) Y ,  wobei to als Constante, 
t als Variable aufgefasst wird, sodass U in eine Function von 
I, y ,  z und t iibergeht, und erhalten: 

V 

Wenden wir diesen Satz auf @ und r, an, so ergiebt 
sich mittels der Differentialgleichungen (19) und (20) sofort: 

womit folgendes ausgesagt ist: Man erhalt den Wert von V) 
und r, f u r  irgend eine Stelle (0) und irgend eine Zeit to durch 
Summation der Anteile 

f u r  alle Polumenelemente d o .  Dabei bedeutet r den Abstand des 
Volumenelementes von (0) und sind fur x bezuglich yy diejenigen 
Werte zu wahlen, welche zu einer so weit zuriickliegenden Zeit 
bestanden , dass eine damals mit der Lichtgeschwindigkeit aus- 
gehende Erregung gerade zur Zeit to in (0) eingetroffen ware. 
Die Potentialanteile der einzelnen Po2umenelemente scheinen sich 
hiernach mit Lichtgeschwindigkeit auszubreiten. 

In  den Gesetzen (23) und (24) nebst den Formeln (17),  
(18) zur Bestimmung von K und H und dem Satze von der 
Erhaltung der Elektricitat (21) ist uns eine neue Darstellung 
der Feldgleichungen gegeben, welche nach dem Porbild der altea 
Theorien die Nahwirkungen durch Pernkrafte ersetzt. 
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12. Historische Bemerkungen. Die Formel (19) mit dem 
sich anschliessenden Satze (23), der hier unter Benutzung eines 
B e  I t r a m  i'schen Hiilfssatzes abgeleitet wurde, suchte schon 
R iemann l )  1858 fur die Elektrodynamik zu verwerten. Da 
er aber nur auf die elektrische Kraft - nicht auch auf die 
magnetische - Riicksicht nahm, musste sein Vorgehen un- 
fruchtbar bleiben. (23) und (24) oder entsprechende Satze 
wurden dann spater von Po inca rh2)  (1891) und in aus- 
gedehntestem Maasse von H. A. Loren tza )  (1892 und 1895) 
verwertet. L e v i - C i v i t a 4 )  zeigte 1897, dass man zu den 
H e r t z  - Heaviside'schen Formeln gelangt, wenn fur die 
He lmho l  tz'sche Theorie ahnliche Formeln wie (23) und (24) 
angenommen werden. 

13. Elementargesetz fur Elektronen. Es bleibt uns nun 
noch ein letzter Schritt: Wir miissen iiach dem Porgang von 
W .  W e b e r  die eZektrodylzamische Wirkung der Materie in die 
AnteiZe der eiiizelnen EZehtronen auf losen. Damit kommen wir 
denn zu dem eigentlichen Thema der vorliegenden Arbeit. 

Zunachst konnte vermutet werden, dass im Anschluss an 
(23) und (24) fur ein einzelnes EZektron der Ladung L = J d w ~  
und der Geschwindigkeit v einfach 

zu setzen sei, und in der That wurde das seiner Zeit von 
R i e m a n n  fur cf, vorausgesetzt. Dieser Weg fuhrt aber zu 
Widerspriichen mit den fundamentalen Annahmen unserer 
Theorie, wie sich zum Beispiel bei der Behandlung irgend einer 
der Probleme in Teil I11 sogleich zeigen wiird'e, ist also un- 
gangbar. Es liegt dies daran, dass es nicht erlaubt ist, schon 
vor der Anwendung der Formeln (23) und (24) zu der Grenze 
eines punktformigen Korpers iiberzugehen ; jene Formeln gelten 

1) B. Riemann,  Pogg. Ann. 131. p. 237. 1867. 
2) H. PoincarC, Compt. rend. 113. p. 515. 1891. 
3) H. A. Lorenta,  La thBorie BlectromagnBtique de Maxwel l  etc. 

Leiden 1892, auch Arch. NBerl. 26. p. 363. 1892; Versuch einer Theorie etc., 
Leiden 1895. 

4) L e v i - C i v i t a ,  Nuovo Cimento (4) 6. p. 93. 1897. 
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j a  fur raumlich verteilte Elektricitat, verlangen also, dass der 
Grenzubergang erst nach ihrer Anwendung gemacht werde. Es 
kommt auf dasselbe hinaus, wenn wir sagen, dass die Formeln 
(23) und (24) nur auf unendlich kleine, nicht aber auf punkt- 
fiirmige Korper angewandt werden durfen. 

Dabei sol1 noch angenommen werden , dass der Korper, 
den wir Elektron nennen wollen, allseitig symmetrisch gebaut 
sei und keine Drehungen ausfuhre. Andernfalls mussten Mittel- 
werte gebildet werden. 

(1) sei diejenige Lage des Korpermittelpunktes zu der 
fruheren Zeit t l ,  von der aus eine mit der Lichtgeschwindig- 
keit Y ausgehende Erregung gerade zur Zeit to im Punkte (0) 
ankame. Wird dann der Abstand (0)-(1) mit r1 bezeichnet, 
so gilt: 

t = t  -5. 
1 ° V  

Wegen der vorausgesetzten unendlich kleinen Ausdehnung 
des Elektrons kommen bei der Anwendung von (23): 

nur Zeiten t und Entfernungen r in Betracht, die unendlich 
nahe an t1 und rl liegen. Die scheidenden Kugelflachen diirfen 
im Bereiche des Elektrons als Ebenen gelten. r -  r1 ist ihr 
Abstand vhn (1). Bei der lntegration ordnet sich jeder Ebene 
ein gewisser Schnitt durch das Elektron zu; wir fragen, wie 
dessen Abstand R vom Mittelpunkt mit r - r1 zusammenhangt. 
1st v die Geschwindigkeit des Elektrons, so liegt sein Mittel- 
punkt zur Zeit t in der Entfernung ( t - t l ) v c o s ( v , r )  von der 
Ebene durch (1). Hieraus folgt sogleich: 

B = T - r1 - (t - t l)  v cos (v, r ) ,  

und daher wegen r = (to - t) 7, r1 = (to - tl) P: 

R = (T - TJ 1 + +cos(v,  T )  - 1 ( 
Bei der Integration zur Bildung von D sind fur jeden 

Schnitt r = const. diejenigen Werte x zu wahlen, welche zu R 
gehoren , die Integration darf also so ausgefuhrt werden, als 
wenn das Elektron rnit seinem Mittelpunkt zn (1) still stande, 

Annalen der Physik. IV. Folge. 4. 44 
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vorausgesetzt, dass wir uns seiiie Dimensionen dine Aenderung 
der x-Werte  parallel rI im Yerhaltnis von 

verandert denken. Die Zeichen j I sollen andeuten, dass die 
absoluten Werte zu nehmen sind. Die Variation des Nenners r 
kommt bei unendlich kleinen Dimensionen nicht in Betracht, 
so erhalten wir denn 

1 49,,=, = 

Fur rv gestaltet sich alles ahnlich, wobei L V ,  fur f dwx, 
zu setzen ist, wir erhalten also als Blementargesetz fur ein 
einzelnes Elektron das Gleichungspaar : 

/ vv \ 

Bei der Bildung von cos (v,  r) ist fur r die von (0) zum 
Elektron hinfuhrende Richtung zu nehmen, v cos (v, r) be- 
deutet also die von (0) fortweisende Componente von v.  

Ganz wie zu erwarten, wird durch die Bedingung t = to 
- ( r / Y )  fur die Bestimmung von 49 bez. r, diejenige fruhere 
Lage des Elektrons ausgewahlt, von welcher aus eine mit der 
Lichtgeschwindigkeit Y sich ausbreitende Erregung zur Zeit to 
in den betrachteten Punkt eintrifft. Eventuell giebt es mehrere 
solche Lagen, dann ist @ bez. r, als Summe der einzelnen 
Anteile zu setzen. 

Solange v kleiiier als die Lichtgeschwindigkeit Y ist, 
kann 1 + v cos (v, r ) /  Y nur positiv sein. Fur v > Y sind auch 
negative Werte moglich; in einem solchen Falle kommt die 
Bedingung zur Geltung, dass der absolute Wert gelten soll: 
es ist dann - (1 + v cos (v ,  r ) / Y )  einzusetzen. 
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Sind im Pelde beliebig ciele Elektronen vorhanden, so addiren 
sich ihre durch (25) und (26) bestimmten Anteile zu @ und T+,; 
wir erhalten dann unter Hinzunahme von 

wobei h, p, u e k e  6eliebige cyklische Folye der z, y, z, x . . . 
bedeutet, eine Barstellung der Felderreguny, welche im Sinne der 
W. W e  6 e I’ ’schen Anschauungen auf die einzelnen elektrischen 
Teikhen zuriickgeht. 

Charakteristisch ist, dass wir die Elektronen als punkt- 
fjrmig ansehen. In Fallen, wo dieses nicht erlaubt sein sollte, 
mussten wir die Elektronen in Volumenelemente auflosen, und I 

durch x d w ersetzen. 

111. Einige Anwendungen des Elementargesetzes der Elektronen. 

14. Aineare stationare oder halbstationare Strome. Um die 
Brauchbarkeit des Elementargesetzes (251, (26) der Elektronen 
zu zeigen, sollen nun noch einige Anwendungen gegeben 
werden. Zunachst wenden wir uns zu dem klassischen Problem 
der alteren Theorien , welches durch die linearen Strome ge- 
boten w i d .  

Um d )  
und r fur den Punkt (0) zu bilden, ist es unsere Aufgabe, 
die Anteile, welche durch das Elementargesetz angegeberi 
werden, uber alle Elektronen zu summiren. Wir denken uns 
um (0) zwei Kugelflachen r und r - d r  construirt, welche 
das Linienelement d h aus einem der Stromleiter heraus- 
schneiden, und fur die Anwendung des Elementargesetzes das 
Zeitelement zwischen 

r - d r  t = t o -  7 und t + d t = t o - -  

Die Strome seien stationar, ihre Leiter in Ruhe. 

V V 

d r  d t = -  v 
von der Lange 

abgrenzen. Welche Elektronen kommen fur d t in Betracht? 
Da wir nicht durchweg gleiche Geschwindigkeit voraussetzeii 
durfen , betrachten wir zunachst diejenige Gruppe, deren Ge- 
schwindigkeit parallel zu dil zwischen v urid v + d v  liegt. 

44*  
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d x  sei die Liniendichte ihrer Elektricitat, also d x  d il die Elek- 
tricitatsmenge, welche sie fur d b ergeben. Ein Elektron, 
welches sich zur Zeit t auf der Kugelflache r ,  im Endpunkt 
von d x  befand, ist zur Zeit t + d t  um 

0 v d t  = - d r  = z c o a ( v , r ) d i l  

herausgeriickt. Bei der Summation gehoren also zu d t  bez. 
d r  und d b  nicht nur die Elektronen auf einer Strecke dl-, 
sondern alle auf einer Strecke 

V V 

d b + v d t = d i l  l+?cos(v,T) , ( v  1 
und dil ergiebt demgemass zu 0 den Beitrag: 

wenn d e die jeweilig auf d b befindliche Elektricitatsmenge 
bedeutet. f i r  @ gilt hiernach auch in stationaren linemen 
Stromsystemen die Formel der Elektrostatik: 

Um r' zu bilden, mussen wir bedenken, dass die Elek- 
tronen mit einer zwischen v und v + d v  liegenden Geschwin- 
digkeit, zur Stromstarke i den Beitrag d i = v d x  liefern, also 
zu r, den Beitrag: 

v cos (v, v) - 2 i d I cos ( I ,  r) 
v -  Vr 

- 

Hieraus folgt fur dil der Anteil 

und far das Stromsystem im ganzen die bekannte Formel: 
r, =j7.--, i d I c o s ( l ,  r )  

welche die Verteilung der magnetischen Kraft angiebt und in 
Verbindung mit dem zweiten Satz von Abschnitt 8 uber die 
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mechanische Einwirkung des magnetisch erregten Aethers auch 
die ponderomotorischen Krafte zwischen Stromsystemen der 
Erfahrung entsprechend darstellt. 

Verandern sich die Strome sehr langsam, sind sie ,,haZh- 
stationar", so werden unsere Formeln fur (1, und T doch noch 
naherungsweise gultig bleiben. Wir erhalten dann mittels 

in dem zweiten Gliede rechts die ,,inducirte elektromotorische 
Kraff ' .  Integriren wir iiber einen geschlossenen Ring, so er- 
giebt sich sofort die N eumann'sche Formel, zum Zeichen, 
dass unsere Rechnung auch hier zu richtigen Resultaten fuhrt. 
Bei der Induction in bewegten Korpern kommt gemass dem 
zweiten Satz in Abschnitt 8 ein Anteil wegen der Bewegung im 
magnetischen Felde hinzu, welcher ebenfalls der Erfahrung 
genau entspricht. 

15. Blementargesetz f u r  Volumenelernente. Fur  korperliche 
Stromsysteme muss das Elementargesetz der Elektronen zu 
seinem Ausgangspunkt, dem in Abschnitt 11 angegebenen Ele- 
mentargesetz fur Volumenelemente zuruckfuhren. Das dem wirk- 
lich so ist, kann man leicht nachweisen, wenn man ahnlich 
wie im vorigen Abschnitt die Elektronen bei der Summation 
ihrer Anteile zu (1, und r' fur den Raumpunkt (0) und die 
Zeit to nach den in Rechnung kommenden Entfernungen r und 
Zeiten t ordnet. 

Wieder mogen 
r - d r  d r  t = t  -L, t + d t = t o - - r - - ,  d t = -  o v  V 

zusammengehoren. v,. sei die von (0) fortgerichtete Geschwin- 
digkeitscomponente. Wir richten die Untersuchung zunachst 
auf die Elektronen, fiir welche v,. zwischen v,. und v,. + d v,. liegt; 
die Raumdichte ihrer Elektricitat sei d x .  Die zur Zeit t im 
Abstande r befindliche Schicht hat zur Zeit t + d t  einen um 

v r d t = * d r =  V - c c o s ( v , r ) d r  V 

grosseren Abstand erreicht. Fur d r ,  d t  kommt hiernach eine 
Elektronenschicht yon der Dicke 
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in Rechnung. Ihr Anteil an @ ist 

wenn d n ein Oberflachenelement bezeichnet. Integriren wir  
uber x und r, so folgt: 

@ t = ,  = J ? - X t + l ,  V 

das heisst, die fruhere Formel. Fur  r,, ergiebt sich ahnlich: 

Nun ist d~ u,, der Anteil der herausgegriffenen Elektronen- 
gruppe an d y , ;  benutzen wir dies, integriren uber 7 urid r ,  
so folgt der noch fehlende Satz: 

16. Ein einzelnes Ilektron in gleichformiger geradliniger 
Bewegung. l) v sei dieGeschwindigkeit. Wir beziehen uns auf 
ein Coordinatensystem, dessen z-Axe 11 v ist, und dessen An- 
fangspunkt im Orte des Elektrons zu derjenigen Zeit t, liegt, 
fur welche wir die Verteilung von qj und r suchen. So wird 
sich unmittelbar die Verteilung der elektrodynamischen Er- 
regungen relativ zum Elektron ergeben. 

Eine ganz einfacbe Rechnung lehrt, dass fur den Raum- 
punkt (0) diejenige Lage (1) des Elektrons in Betracht zu ziehen 
ist, fur welche T den Wert: 

una 
T (1 + -.; cos (., 7.) 

1) Daaselbe Problem fur Ueberlichtgeschwindigkeit wird ebenfalls 
im Juhillumbande fur H. A. Lorenz (p. 652) und v6llig dem hier ein- 
geschlagenen Wege entaprechend von meinem verehrten Gattinger Collegen 
Th .  D e s  Coudres  behandelt (Zusatz 7. 111. 1901). 
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den Wert 

hat; wir erhalten also : 

Hieraus in Verbindung mit 

i l , p , v = .  . . x , y , z , x , y , .  . . 
folgt in der That die bekannte Verteilung der Felderregungen, 
wenn man noch beachtet, dass wegen des von uns angenommenen 
sich bewegenden Coordinatensystems 

- a r, arv . durch - P -- 
a t  a x  

zu ersetzen ist. 

1 7 .  Schwingendes Zlektron. Zum Schluss mag der fur die 
Optik interessante Fall betrachtet werden, dnss ein Elektron 
Sinusschwingungen vollfuhrt. Solche Schwingungen der all- 
gemeinsten Art lassen sich fur die Theorie in lineare Schwin- 
gungen auflosen, wir konnen uns daher auf die Untersuchurig 
linearer Schwingungen beschranken., 

Der Anfangspunkt des Coordinatensystems moge in den 
Schwingungsmittelpunkt gelegt werden, die z-Axe der Schwin- 
gungslinie parallel. Dann durfen wir schreiben : 

l 
P { = Z s i n 2 n 7 ,  

wobei 5 die jeweilige z-Coordinate des Elektrons, 2 der grosste 
Ausschlag, T die Periode ist. Das ausgesandte Licht hat die 
Wellenlange 2. = Y T .  

e sei der Abstand des Punktes (0) vom Anfangspunkt der 
Coordinaten, also vom Schwingungsmittelpunkt. Wir 6eschranken 
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uns auf den Fall, dass 2 als unendlich hlein gegenuber Iz und Q 

gelten darf. Dann ist in den Formeln (25), (26) rechts: 

und 
t = to - durch t = to - = to - T x  v v a 

zu ersetzen, und wir erhalten, wenn in den Schlussformeln t 
an Stelle von to geschrieben wird: 

Die Formeln liefern einen wohlbekannten Fall der Aus- 
strahlung von einem Jeuchtenden Punkt". 

Ueber die ausgestrahlte Energie giebt am einfaahsten der 
Poynting'sche Satz Aufschluss. Wenden wir ihn auf sehr 
grosse Kugelflachen an, so folgt: 

d E 
d t  3 

ep Z 2  ( "a)' y ,  - _ _  = - -  

wobei - d E der Energieverlust des schwingenden Systems 
wahrend d t bezeichnet. 

Hieran knupft sich eine interessante Folgerung uber die 
Bampfung der Schwingungen eines Elehtrons die unter der 
Wirkung einer mit der Entfernung proportionalen Centralkraft 
erfolgen. Damit die abgeleiteten Satze niiherungsweise gultig 
bleiben, mussen wir annehmen, dass die Dampfung nur gering 
ist. Bedeutet m die effective Masse, K <  die zuruckziehende 
Kraft, so ist abgesehen von dem geringfugigen Einfluss der 
Dampfung : 

zu setzen, woraus folgt : 
- k = (F)', 
m 

und fur die Energie der Schwingungen: 
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In  Verbindung mit unserer Formel fur - d E ld  t ergiebt 
sich so fur die ,,Relaxationszeit", das heisst die Zeit, in welcher 
die Amplitude auf den 112,818 . . . Wert ihrer Grosse herab- 

und fiir den Weg, den das Licht wahrend der Relaxationszeit 
zurucklegt, der Wert: 

Wir wollen diese Formel auf den Fall der Aussendung 
des Lichtes einer Spectrallinie anwenden. A setzen wir rund 
gleich l/zoooo; fur i lrn mag der Wert 4. 10'' angenommen 
werden , welcher dem Zeemanphanomen und den Kathoden - 
strahlen ungefahr entspricht. L ist nur ungenau bekannt; je 
nachdem man fur die Anzahl der Molecule in einem Cubik- 
centimeter Gas bei O o  C. und unter dem Normaldruck 

N =  10le oder N = loao 
setzt - womit die moglich scheinenden Grenzen wohl etwa 
gekennzeichnet sind -, ergiebt sich: 

L = 13.  10-10 oder L = 1,3.  10-10, 
und wir erhalten: 

w = 3 m oder w = 30 m. 
Hiermit kijnnen Beobachtungen iiber Interferenzen bei 

grossen Gangunterschieden verglichen werden. Als hochste 
Wegdifierenz , bei welcher noch Interferenzen zu erkennen 
waren, ergab sich etwa '1, Meter. 

Wir werden daraus schliessen mussen: dass ausser der 
Abnahme der Schwingungen infolge der Lichtaussendung noch 
andere storende Ursachen wirksam waren, die sfarker zur 
Geltung kamen. Setzen wir, was den Beobachtungen etwa 
entsprechen wird : 

so folgt: 
w > 0,5 m,  

< 80.10-10, N > + 1019. 

(Eingegangen 5. Februar 1901.) 




